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ПРЕДИСЛОВИЕ, 

Въ этой книгЬ излагаются освовныя поняты и главныя пред- 
ложешя анализа приблизительно въ томъ видЪ, въ какомъ этого 
требують современны научныя воззрЫшя. Пытаясь сдёлать изложе- 
ше возможно точнымъ, авторъ все же старался не запугать читателя 
слишкомъ большими трудностями предмета, Совершенно строгое 
обосноваше анализа безконечно малыхъ возможно лишь послЪ яснаго 

установлешя понятя о числ, что слишкомъ расширило бы рамки 
этой работы. Вотъ почему отъ этого пришлось отказаться. 

Авторъ надфется, что всяюЙ образованный человькъ будеть 

въ состоянш вынести изъ этой маленькой книжки поняце о сущ- 

ности анализа, и что она окажется особенно полезной для студен- 

товъ- математиковъ, 

Боннз, Сентябрь 1907. 
7. Ковалев ий. 



ОТЪ РЕДАКТОРА, 

Точное опредълеше понянй и строго-логическое развице вдей, 
лежащихь въ основании великой науки Ньютона и Лейбница, потре- 
бовало огромной затраты трула при чрезвычайной глубин мышле- 
ны со стороны первоклассныхь геометровъ второй половины 19-го 
вЪка. Знакомство съ этими идеями и поняцями въ той обработкф, 
какая имъ дана Вейерштрассомъ, Дедекнндомъ, Канторомъ и дру- 

гвмн новфИшими геометрами, представляеть большую важность для 

общего философскаго развитя ума и, во всякомъ случаф, является 
обязательнымь не только для преподавателя анализа безконечно- 
малыхъ, но и для тхъ, которые желають составить себб хотя бы 
только общее поня\е о ролн математики въ современной философш. 
Однако, самая глубина идей и отвлеченность понят й являлись пре- 

пятствемъ для ихъ широкаго распространеня въ образованной части 

публики. 
Маленькое сонинеше бонискаго профессора Ковалевскаго 

имфеть въ виду ознакомить широк кругъ читателей съ началами 

анализа безконечныхь въ той формальной постановкЪ, какая дана 

этой наук въ новЪйшее время упомянутыми учеными, н мы ду- 

маемъ, что появлен!е этого сочннешя на русскомъ язык принесеть 

пользу не только преподавателямь средней школы, но и нашему 
учащемуся юношеству особенно теперь, когда начала учешя о без- 

конечныхь введены въ обязательный курсъ реальных училищъ. 
Настоящий переволъ, сдъланный госпожею Л. С. Бри, снабженъ 

нами нЪФсколькими примфчанями, содержащими разъяснешя или 

дополнешя ТЬхъ мЬсть, глЬ какъ намъ казалось, авторъ быль 
слишкомъ лакониченъ. Эти примфчашя отмфчены номерами. 

Одесса, Пекабрь т9о8. 
С. Шатуховск!. 
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ГЛАВА ПЕРВАЯ. 

ФУННШИ, ПРЕДЬЛЫ, РЯДЫ. 

$ 1. Поремфнныя в достоднныя зеничины. 

Величина называется перемфнной, если принимаеть раз- 
личныя значешя; постоянной, если сохраняеть олно и то 
же’ значеше Такъ, напримЪфръ, размфры и вБсъ человфческаго 

тьла въ перюдф роста — величины перемфнныя, а метръ и кило- 
граммъ, которыми значенйя этихъ величинъ измёряются, —постоянныя, 
Время, протекиее отъ нфкотораго опредёленнаго момента, есть ве- 
личина перамфнная, между тфмъ какъ секунда, которой измфряется 

это время, представляеть постоянную величину. 

$ 2. Фунищя отъ одной перембиной. 

Поняте о функши есть важнъйшее поняце высшей математики. 
Въ томъ общемъ видЪф, въ которомь мы сейчась его разовьемъ, 

оно впервые введено было Дирихле (Пеше) (1837). 

$ называется функщей отъ х, если каждому значеню 
х соотвътствуеть нЪкоторое значене г '). Если, напримфръ, 
мы будемъ обозначать черезъ х возрасть человфка, а черезъ у его 

рость (или весь) въ возраст х, то ясно, что каждому значению х 
отвЬчаеть НЪкоторое значеше у. Такимь образомъ, рость и вЪсъ 
человЪка являются функщями его возраста. 

Привелемъ друЧе примры функшональной зависимости: 
Поверхность и объемъ нара —функци его ражуса. 

*) Вь томь случаф, когда одному значенно х соотвётствуеть больше 
одного значешя у, перемфнную у также называють функшей отъ х, а именно 
многозначной функшей отъ <. 

Жозазенек. Исчвслевье безкожечво малыть. 1 
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Скорость падаюшаго тфла въ концф паден!я есть функшя вы 

соты паденя. 

Объемь массы газа (при данной температур) есть функшя 
давлешя, 

Мы рекомендуемъ читателю самому подыскать примфры функщю- 
нальной зависимости въ геометри, физик и хими, чтобы тЬмь 
самымь возможно лучше уяснить себ поня о функши. 

Если у есть функшя оть х, то х называють независимой, 
а у зависимой перемънной. 

Чтобы показать, что у есть функщя оть х, пишутъ: 

у = Их} (читаютъ: „у равно { оть Хх"). 

Когда приходится разсматривать одновременно различны фун- 
кщи, то пользуются обозначенями 1(х), 2(х), В(х), ... или $ (х), 
#0), +, .... Для обозначены функщи употребляють почти вс® 
буквы алфавита (большя и малыя), 

$ 3. Функщи отъ ифекольнихь перемзеныхъ. 

$ называется функщей отъ хит, если каждой систем% 
значений хит соотвЪтствуеть одно значение х1); хиу 
называють независимыми перемфнными, а 5 зависимой пере- 
мънной и пинтуть: 

д= ЛД», 
Если наряду съ функщей /(х, у} приходится разсматривать 

еще друмя функщи оть хи г, то вмьсто / пишуть друпя буквы. 

Примфры функшй отъ двухъ перемфнныхъ. 
Площадь прямоугольника есть функщя двухъ его сторонь. 

Объемъ данной массы газа есть функщя давленя и температуры. 

Читателю полезно будетъ самому подобрать дальнЪйше примфры. 
Вполнф аналогичнымъ образомь опредфляють функнию трехъ, 

четырехъ, пяти, ... перемфвныхь. 

$ 4. Геометрическое нзображен!е чиселъ, наръ чисенъ и 

системъ трехъ чиселъ. 

Въ своей „Геометрм“ (1637) Декарть (Ребсацез) даль простой 
способъ наглядно изображать числа точками прямой, пары чиселъ*)— 

=} Въ случаЪ многодначной функши— несколько зиачений . 
*} Выражаясь точно, мы должны были бы сказать „расположенныя 

пары чисел“ и „расположенныя системы изъ трехь чисель“, такъ какь вь 
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точками плоскости, системы трехъ чисель — точками пространства, 
и тТЬмь положиль основаше аналитической геометрии. 

1. На всякой прямой (фиг. 1) мы можемъ двигаться по двумь 
различнымь направленным. Одно изь элихь двухь направлен 
указано из чертеж стрылкой. Назовемь 0 о рр р 
положительнымъ, а другое отрицщатель: 
нымъ ваправлещемь. Движеще по вашей 
прямой въ положительномъ направленё мы 
будемъ называть прямымъ движешемъ, а въ отрицательномъ — 

обратнымъ движенемъ *). Пусть ‚4 — первая, а В -_ вторая 

точка на прямой; пусть 4 будеть разстояне между вими, изм$- 
ренное нфкоторой основной мфрой длины. Двигаясь по прямой оть 

„Я къ В, мы описываемь путь „В. Въ случаф прямого лвижены 
мы условимся говорить: 

Фиг. 1. 

путь -4В выражается числомъ 4; 

въ случаЪ обратнаго —— 

путь „4В выражается числомъ —- (. 

Такныъ образомь, число, выражающее длину пути ЛВ, есть 
разстояще между двумя точками Ри Й, снабженное извфстнымь 
знакомъ. Знакь этоть „—-” въ томъ случаф, когда мы приходимъ 

изъ Ш аъ В прямымь движешемь (локомотивъ идегь, слЬдова- 
тельно, прямымъ ходомъ оть 1 къ В}, и „—“, если мы прихо- 
димъ изъ .{ въ В обратнымь движещемь (локомотивъ идеть обрат- 
нымь ходомъ изъ „Г въ В\. 

Число, выражающее огрфзокъ „1В, мы будемь обозначать че- 
резъ ЯВ, а разстояше между двумя точками 4 и В черезъ ; ЯВ . 

Очевидно въ такомь случаь, что | АВ` = ВД, но 
ИВ=— ВАЛ. А 

Это ясно на примЬрЬ съ локомотивомъ: если, переходя изь 
аъ В. онъ имфеть прямое движене, то при переход® изъ В въ /1 

онъ необходимо имфеть обратное движеше, 

каждой систем, состоящей изъ двухъ чисель. различають первый и второй 
члены, а въ систем, которая состоять изъ трехь чисель, различають нервый 
второй и трет члены. 

*\ Для наглядности можно представить себЪ, чно прямая есть одинь 
изъ двухь рельсовъ, по которымь движется локомотивъ; предполагается, 
что повороть локомотива ненозможенъ. 
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Между отрёзками, опредфаляемыми тремя точками 4, Ви 

С°), веегла существуеть слёдующее важное соотношене; 

ЯВ ВС-- СА или ЧВ-- СВ СА. @) 

Формулу эту нетрудно получить при помоши фиг. 2, на ко- 

торой представлены всевозможныя размьщеня точекъ 4, В иС; 
а во де в пи этомь сиуеть имфть въ 

виду равенство (1) *). 
че ве а Посл этихъ предваритель- 
6 4. © В 4 ных замфчай мы можемъ слЪ- 

—— дующимъ образомъ изображать 
тг. числа при ломощи точекъ пря- 

мой, которую будемъ называть числовой линей. Выбираемъ на 

прямой (фиг. 1) неподвижную начальную точку (О. Къ кажлой 

точкф Р мы затЪмъ относимъ число 

ОР, (8) 
которое называемъ ея абсциссой. При такихъ условяхъ двЪ раз- 
личныя точки РирР, имЪютЪ всегла различныя абсциссы, ибо, до- 

пустивъ, что ОР-== ОР, мы отсюда вывели бы на основанн: фор- 

мулы (2), что РР, — 0, а слёловательно, и `РР, — 03). Далье, 
если чиёло х дано, то всегдя можно отыскать такую точку Р, 

чтобы выполнялось равенство ОР —х. Если 4 0, то точки Ри 

О совпадаютъ; если Х есть положительное число, то мы перехо- 
димь изъ О въ Р, перемфщаясь прямымъ движенемъ на разстояне 
х, если же х есть число отрицательное, то изъ О въ Р попадаемъ 

обратнымъ движешемъ, подвигаясь на разстояше — х, Итакъ при 

помощи формулы (3} между числами Х и точками Р прямой уста- 

„навливается соотвЪтстве, обладающее слфдующими свойствами: 

Кажлой точк6 Р соотвЪтствуеть нЪфкоторое число х, ея аб- 

сшисса; различныя точки имфютъ различныя абсциссы; каждое число 
х является абсциссой ныкоторой точки. 

*) Расположенными на одной прямой. 
3) Разсмотримъ дая примёра размымеше САВ; непосредственво изъ 

чертежа видно. чю 64-48 СВ, или АВ СВ. 

какь — СВ = ВС, то ЯЁ-+- ВС-- СА=9. 
УТ. в точки РиР, совпали бы. 
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Полобнаго рода соотвфтсте условимся называть отображ е- 

ч{емъ. Такимь образомь намъ удалось отобразить числа въ 
точкахъ прямой. 

Если хи Х, суть абсциссы точекь Ри Р,, то изъ равенства 
(2) сльуеть, что _ 

РР, = х, —х. 

Пользуясь этой формулой, читатель можеть найти абсциссу 

средины отр%зка. ®) 

2. Чтобы получить наглядное изображене пары чисель хи у, 
мы проводимъ въ, нфкоторой плоскости черезъ какую-либо ея точку 
О (начальную точку) дн различныя 
постоянныя прямыя (оси координатъ). 

На каждой изъ нихь мы устанавлива- 
емъ положительное направлеше (фиг. 3}. 
Одна изъ осей носить назваше оси х-овъ, 

другая называется осью у-овъ. Затфмъ, 
черезъ любую точку плоскости Р мы про- 
водимь двЪ прямыя, соотвЪтственно па- 
раллельныя осямъ, и нолучаемь на оси Х-овъ точку пересфченя АД 

ле. 

а на оси у-овъ — точку пересфченя 7. 
Тогда мы полагаемъ *)} 

х=0А= УР, у- 07 [© 
и х называемь координатой х, а у — координатой у точки Р. 

Говорятъ также, что х есть абсцисса, а у ордината точки Р. 

Каждой точк6 Р плоскости отвфчаеть, такимъ образомъ, пара 
чисель Хи первое изъ инхъ есть абсцисса, второе — орлината 

точки Р. Двумъ различнымъ точкамъ отвЪчаютъ, очевидно, различ- 
ныя пары чиселъ. Для каждой пары чисель Х, у можно подыскать 
точку, абсцисса которой есть х, а ордината +. 

Итакъ. намъ удалось отобразить пары чисель въ точкакь 
плоскости. Огображеше это выражается формулами (41. 

3. Чтобы получить отображенге системъ трехъ чиселъ Х, у, 1 
въ точкахь пространства, проводятъ черезъ точку О’ три прямыя: 

*) По абсциссамь его кониовъ. 
*} Положительное направлене. установленное на прямой, обыкновенно 

‹<охраняется при параллельномъ ея перемьшенит. Поэтому. устанавливая по- 

дожительныя напрявлены на осяхь координать, мы тьмь самымь устаиа- 
вливаемъ эти направлены и на прямыхъ, паряллельныхь осямъ. 
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ось х-овъ, ось у-овъи ось {-овЪ, не лежащя въ одной плоскости. 

Взятыя попарно, онЪф опредфляють три плоскости (коордннатныя 
плоскости). Если Р есть любая точка пространства, то, проведя 

черезь нее три плоскости, параллельныя координатнымъ плоско- 
стямъ, получаемь на оси Х-овЪ точку пересфчешя Л, на оси у-овъ 

— точку 7, на оси д-овъ точку С. Затьмъ полагаемъ 

х = ОХ, + -- ОТ, = ОЙ. {5) 

Эти формулы, какь легко видфть, дають отображене си- 

стемъ трехъ чиселъ въ точкахъ пространства. 

$ 5. Геометрическое нзображене фувици- 

Если желають изобразить геометрически функшю у = Дх), 
то можно воспользоваться отображешемъ паръ чисель въ точкахъ 

плоскости. Для каждаго значешя независимой перемнной *) х 

разыскиваемъ точку, абснисса которой равна х, а ордината /(х). 
Точки эти заполняютъ нфкоторую кривую, носяшую назваше геоме- 
трическаго образа функши /(х);. у = /%) {есть уравнеше {этой 
кривой. Когда кривая начерчена, то по ней можно вычислить зна- 
чене зависимой перемфнной, соотвфтствующее каждому значентю 

независимой перемфнной. 
Для геометрическаго изображеня функый д = Д(х, у} можно 

воспользоваться отображенемъ системъ трехъ чиселъ въ точкахъ 

пространства. Къ каждой систем значенйй л, у можно отнести 

точку, координаты которой соотвфтствевно раввы х, у, /(х. У). 
Точки эти заполняютъ нфкоторую поверхность, представляющую 

геометрический образъ функции /(х, 7); 4 = Их, у) есть уравнеше 
этой поверхности. 

Слфдуеть еше упомянуть 0 геометрическомъ изображени 

пары функнй одной перемфнной == Их), 4 = #(х). Оно можеть 

быть получено такимъ премомъ: для каждаго значены х мы оты- 

скиваемъ точку, координаты которой соотвфтственно равны Х, /(х), 

2). Точки эти даютъ кривую въ пространств. Она предста- 
вляеть собой геометричесюй образъ пары функый Их), 2(х). 

*) На практик приходится довольствоваться конечнымъ числомъ зна- 
ченй х. Такимъ путем получаехся приблизительное представлене кривой. 
Подобнымь же образомь получають новерхнссть, изображающую фун- 
кыйо /(з, у). 
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Такого рода геометрически изображешя играють важную 
роль и въ естественныхъ наукахъ и въ техникф. Обыкновенно ко- 

ординатныя оси проводить перпендикулярно другь къ другу. Въ 

такомъ случаф мы получаемъ систему прямоугольныхь декарто- 
выхъ координатъ, 

$ 6. Энементарныя фунацуи. 

т-зя степень числа х (1! — положительное иёлое число), оче- 

видно, есть функшя отъ х, такъ какъ каждому значеню х отвфча- 

еть вфкоторое вполнф опрелъленное значеше х”". Если 4,1, --., бт 
суть постоянныя величины, то 

+... вх На 

тоже есть функшя отъ \. Если &@, отлично отъ 0. то такая фун- 

кшя называется цфлой рашональной функштей 21-ой степени. 

ЦЪлая рашональная функшя нулевой степени есть постоянная ве- 
личина; геометрическй образъ ея имЪетъ видъ прямой, параллельной 

оси м-овъ. Геометрический образъ цфлой рашональной функши 

первой степени есть прямая лиш1я. Геометричесий образъ цфлой 
рашональной функши второй степени есть парабола, кривая, вЪ- 

роятно, извЪстная читателю изъ школьнаго курса. Она представляеть 

собой геометрическое мёсто точекъ, равноотстоящихь оть нёкоторой 
постоянной прямой (директриссы) и постоянной точки (фокуса) *)}. 

Частное оть дфлены двухь цёлыхь рашональныхь функц, 
т. е. вырзжеще вида: 

ах" + ах" 

ох” АТ... бтх -- а 

Крим... ах —ы 

называется рацональной функшей. Цлая рашональная функшя 
есть частный случай рашональной функц. 

Вешественные корни алгебраическаго уравнешя 

у Е... оеиАЙх га) = 0. 

коэффищенты котораго г,(х), ..., #н(\) суть ращюнальныя функши 

оть х, представляють функши отЪ х, называемыя алгебраическими 

*) Мы будемъ предполагать систему координать прямоугольной. Предла- 
гаемъ читателю начертить геометричесе образы функшй у == 3х -- 4, у 1%; 

для этой цьли удобно пользоваться бумагой, разграфленной на квадратные 
мизяниетры. 
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функщ ями. Ращональныя функщи являются частнымъ случаемъ 

алгебраических (п = 1). 
Кром алгебраическихъ, къ элементарнымъ функшямъ причи- 

сляють еще ифкоторыя иеалгебраическя, или трансцендентныя 
функщи. Къ нимъ относятъ прежде всего показательную фун- 

киГю 4", гаЪ а означаеть постоянное положительное число *), а 

затёмь логариемическую функцию. 
Каждому положительному ‘значенио х отвЪчаеть значеше }, 

удовлетворяющее равенству 4" = %**); у называется логариемомъ х 

при основанёи 4 и обозначается такимъ символомъ: 05.х. Въ обыкно- 
венныхь логариемическихь таблицахь основащемъ служить число 
10. Читатель можеть попытаться начертить геометрическе образы 
функщй 4“ и 10р.Х для случая, когда @ = 10. 

Остановимся на прямоугольной систем координатъ. При 

поворотв оси х-овъ на прямой уголь эта ось совпадеть съ осью 

у-овъ, и если вращеше происходило въ надлежащемъ направленй, 

то и положительныя направлешя осей совпадутъ. Это направлен 

, вращены, указанное на фигурЪ 4 стрфлкой, мы 

будемъ называть положительнымьъ, а обрат- 
и ное — отрицательный, Опитемь теперь 

\ изъ начальной точки кругъ рашусомъ, равнымъ. 
от единиц длины. Этоть круг называется кру- 

гомъ единицы (Ешнейзкте). Онъ пересф- 
кается съ осью х-овъ въ точк6 4, такъ что 

Фиг. 3 ПАЯ = 1. Точка 4 можеть перемфщаться по 
кругу единицы въ двухь различныхь направленяхъ. Когда радусъ 
ОЛ вращается въ положительномъ направленш, то мы говоримь о 
положительномъ перемьщенм ‚4 по кругу, въ обратномъ случаф — 

объ отрицательномъ. 

Если точка .4, перемфщаясь въ положительномъ направле- 
нь, описываетъ дугу длины а, то говорять, что она описываеть 
дугу я; если же перемфщеше отрицательное, то говорять, что 

точка 4 описываеть дугу -- я. 

> <" всегда есть положительное число. (Напримьрь, выражене 4% 

ямфеть два эначены + 2, но, по условёю, мы подъ 4$ разумвемь +2, [рее 

**) а есть положительное число, не равное 1. 
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ПослЬ этихъ замфчашй легко опредфлить двф функын—коси- 
вусъ и сивусъ, извфстныя читателю изъ тригонометра. Когда х 

дано, то перемфщаемъ точку 2, © которой мы говорили выше, та- 

кимъ образомъ, чтобы она описала дугу х. Пусть она окажется въ 
точкь Р. Абсщиссу этой точки мы назонемь созх (косинусъ 2), а 
орлинату этлх (синусъ х), т. е. 

ОХ = сх,  ОТ-= ях. 

Непосредственно изъ чертежа можно вывести соотношеще 

ох -ь ах = |. 

Особенно важны сльлуюийя дв формулы: 

<08 (х —- х) == с05х <05х’ —- вх т, 

зп (5 — х) = 9 60547 <05х пл", 

хоторыя доказываются въ элементарной математик®. 

созх и Утх принадлежать къ тригонометрическимъ фун- 
кщямъ. КромЪ нихъ, мы упомянемь еще о тригонометрическихь 
функщяхь Чех (тангенсъ х) и сойх (котангенсъ х), опредфляемыхъ 

слфдующими равенствами: 

к ЗЕ сад 9085. 
<0зх зах 

Мы рекомендуемъ читателю начертить геометрическе образы 

функши созх, пх, Шу и сх. 
Перечисляя элементарныя функщи, мы не говорили еще о 

такъ называемыхь круговыхъ функщяхъ. Если Хх дано и за- 

ключается между — Ги 21, то между 0 н л*) всегда существу- 
еть одна опредёленная дуга, косинусъ которой равень х. Ее обо- 
значаютъ символомъ агссо$ \ (агсиз соб тиз х, т. е. дуга, косинусъ 

которой равенъ х). 
д. я 

Точно также между — $ и 5 существуеть одна дуга, си- 

нусъ которой равенъ х. Ее называють агсзш х (агсиз тив х, т. е. 
дуга, которой синусъ есть х). Аналогично опрельляются 218 х 

Ез д 

{исивлапепа х, т. е. дуга, которая заключается между — 5 из и 

=) п равно половин окружности круга единицы. 
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тангенсъ которой равенъ х) и агс со х (агсиз собапрепз х, т. е. дуга 

между 0 и л, котангенсь которой равенъ х). Въ функщихь ас Ех 
и агс с01х перемфнная х можеть принимать всевозможныя значешя, 
между тьмь какь зъ функиыхь агссозх и асзшх значеня х 
должны заключаться между —Ги --1 (включая эти два значения). 

Фунющи, которыя могуть быть составлены изъ конечнаго 
числа элементарныхь функий, какъ, напримфръ, с0$(ах-- 5), 
108 (91?) и т. п. мы также будемъ называть элементарными, 

$ 7. Функии перемфнной принимающей дфлыя поножи- 
тельныя значеня Числовые ряды. 

Мы условились называть у фунющей оть х въ томъ случаф, 
когда каждому значеню х олвЪчаеть нькоторое значеше 1; при 
этомъ перемфнная х не лолжна непремфнно принимать всевозмож- 

ныя значеня; напротивъ, она можеть пробъгать лишь опредфлен- 
ную систему *) значешй. Эта система значенй можетъ, напримфръ, 

составить нфкоторый интервалът, т. е, можетъ состоять изъ всфхъ 

чисель, удовлетворяющихъ неравенствамь а < х < }. Такого рода 
интервалъ **) обозначаютъ символомъ (д, 6). Подчинивъ х только 
одному условно хе либо условно х 52а, получимь безко- 

символь 20 читають нечные интервалы (а, 20) и (— <, 4 
„безконечность“. 

Совокупность (или система) значешй, которыя х приннма- 

етъ. можеть быть п другого рола; впрочемъ, разсмотрЬнныя выше 

функщи всЪ опредфлены въ нфкоторыхь интервалахь, напримфръ, 
агссовл, агс ми х —въ интервал (—1, 1), юдх-—въ нитерваль (0,5). 
Функийо можно представить себЪф опредЪфленной для любой 
енстемы значешй. или, какъ выражаются геометрически, для любой 

Системы точекъ чнезовой лншм ***); требуется только, чтобы 
кажлой точкЪ системы отнесено было нкоторое значеше у; 
ничего другого въ понят о функийи не заключается, 

Разсмотримь функнйю н{х), га значеня х ограничены 
областью цфлыхъ положительных чиселъ 1, 2, 3 ). 

*) На числовой лини этой систем значемй отвъчаеть нёкоторая 
система точекъ. 

**} На числовой лишён конечнаму интервалу соотвЪтствуеть отр®зокъ. 
+2) То же справедливо для плоскости и для прастранства. 

3+2*) Можно доказать, что функыя ать я перемфиныхь, прилимающихь 
ивлыя положительным значенм. не представляеть ничего болье обнаго, 
чьмь функыы оть одной такой перемфиной. (Т. е_ комплексь значении, 
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Вмъсто и (и) мы будемь писать короче и„; такимъ образомъ, 
и„ есть значене функщи, соотвтствующее значенйо х == п. Наии- 

савъ послфдовательно значенй функши, соотвЪтствуюлия значеняиъ 
х=1, 2, 3,..., мы получимъ рядъ чиселъ: 

2, Ш: Из, - 

Это есть такъ называемый числовой рялъ, или просто рядъ. 
Разсмотримь нъсколько примЪровъ числовыхъ рядовъ. 

Въ началЪ десятой книги своихъ „Эдементовъ“ Евклидъ стро- 
ить числовой рядъ по такому правилу: онъ отнимаетъ оть данной 
изложительной величины часть, которая больше половины этой ве- 
личины; отъ остатка снова отнимаеть часть, которая больше поло- 
вины остатка и т. д. Такимъ образомъ получается числовой рядъ 

Ну №, И, - 
1 

‚ въ которомъ 0 < ии < 55 Относительно этого. 

ряда онъ локазываеть предложеше (предложеше 1 книги Х), къ ко- 
торому мы впослЪдстви еше вернемся. 

Бсли къ двумъ несоизмримымъ положительнымь величинамъ 
и, и и, примбнить Евклидовъ алгориемъ послфловательнаго дёле- 
ны*), то получится рядъ ца, М». Из, ...› ВЪ которомь м, < И, 

1 1 
далфе а у, и ны 3 5 Ик, ТаКЬ что вЪ этомъ слу- Бе мае Зуй но так 

чаф ряды и, И, И,,... нь, И, Ш, <. принадлежать къ только- 
что разсмотрынному типу. 

. + Приближенныя значени дроби с, вычисленныя съ точностью 

до одной десятой, до одной сотой, одной тысячной и т, д. дають 
числовой рядъ: 

0,1; 0,11; 0,11 зо; .. 

принимаемыхь функщей оть и перемфнныхь можеть быть разсматризаемъ, 
какь комплекс значенй, принимаемыхь нёкоторой надлежашимь образом 
построенной функшей оть одной перемфнной. При этомъ каждому значеню 
одной функши отвъчаеть опредбленное значеше зругой и наобороть. Те- 
орема принадлежить Георг; Кантору. См. также примфчаше 5 кь $ 8. 
стр. 18. Ярнм дед 

=) Способъ этоть состоить въ томъ, что мы оть большей величины 1, 
огимаемь меньшую п, столько разъ, сколько это возможно; остатокъ з, 
отнимлемь до ТЬхь поръ. пока это возможно, сть в): получивиййся такимь 
образомь остаток и, отнимаемь, ПОКА ЭТО ВОЗМОЖНО, ОТЬ ву и т, д, Есан, 
напримбръь, и, = 1, ву 1 9-1, то рядь ны м, м... будеть: 1, (УЯ— 1), 
(9/2 2}, 92—1*,.. 
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Опредфливъ посльдовательно периметры правильных вписан- 
ныхъ въ кругь единицы четыреугольника, 8-миугольника, 16-тнуголь- 
ника и т. д. мы получимъ числовой рядъ, который встрфчается въ 

элементарной геометри при приближенномь вычислени числа 
Часто бываеть удобно разсматривать вмфсто числового ряда 

и, НН», Из, .-- его геометрическое изображеше на числовой лини. 

Каждое число н„ представлено на числовой лини точкой Р, (абс- 
цисса которой равна и„); поэтому ряду чиселъ соотвфтствуетъ рядъ 

точекъ Р,, Р,, Р, ... Такимъ образомъ, вмьсто числовыхь рядовъ 
можно говорить о рядахъ точекъ на прямой *). 

$ 8. Точки сгущеня числового ряда. 

Пусть Р„, Р,, Рь, ... будеть рядъ точекъ на числовой лн- 
нн**), Точка () называется точкой сгущенйя этого ряда, если въ лю- 

бой окрестности точки () расположено неогра- 
ниченное число точекъ ряда***). Смыслъ этого 

опредфленя таковъ: если взять интервалъ 
'О" (фиг. 5), принимая () за его середину, 

и опустить вь ряду точекь всф т, которыя не падають въ этоть 
интервалъ, то все же останется рядъ точекъ (а не только конечное 

число ихъ); и это должно имфть м%сто всегда, какъ бы ни былъ 
выбранъ интерваль (70%. 

Очень важно, чтобы читатель влолнф уясниль себЪ поняще о 
точкф сгущены, такъ какь оно является основнымь для дальнЪй- 
влаго изложен. 

$ 9. брижбры. 

Рядъ 1 $ 1 {... иметь точку сгущены 0 (и никакой 
другой не имветъ). То же относится и къ числовому ряду Евклида, 

о которомъ мы раньше упомянуди (стр. 11). Рядъ 0,1; 0,11; 0,111;... 
ижфеть только одну точку сгущеня, а именно {. Если взять перн- 

з)Рядъ точекь на плоскости эквивалентень ряду наръчисель: в, и); 
м. инь зн... Рядь точёбь въ просгранствь--ряшу системь трехъ 
ЧИСеЛЪ и, Уч, щь, ть, 0, шо 

#8) Нать необходимости въ томъ. чтобы всЪ точки были различны. 
Ихъ, во всякомь случаЪ, момно отличать другь оть друга при помощи 
нидексовъ. Такъ, напрнмрь. Р, Р, Р, ... есть дяя насъ закже рядъ точекъ. 
Овъ иметь точку сгущея Р. 

р ЕСН ы,, му, м... еСТЬ числовой рядъ, соотефтствующй ряду 
точекь Р,, Р,. Р,,..., 2 есть абсцисса точки ©. то говорять также, что 
и есть точка сгущешя числового рада. 



ТОЧКИ СГУЩЕН!Я. 13 

метры правильныхь вписанныхь въ кругь единицы многоугольни- 
ковъ о 22, 25, ... сторонахъ, то получимь числовой ридъ, един- 
ственной точкой сгущев я котораго будеть 2л (окружность круга 

единицы). Рядъ 1, 3, 4,3, $34 -.. ныБеть двЪ точки сгу- 
щеня: би 1, 

Существують также числовые ряды съ неограниченнымь чи- 
сломъ точекъ сгущеня ин даже таке, для которыхъ каждое число 

есть точка стущешя. Всякое ранональное число (т. е. нсякую дробь) 

можно представить въ вишь ь, а ри суть ифлья числа, не 
иифюныя общихъ лфлителей, и { есть положительное число. 
Если къ этой дроби отнести точку, имёющую координаты == 4, 
3 =р (въ декартовой системё координать), то мы получимь на 

плоскости систему точекъ $. На фиг. 6 точки системы В отмфчены 
крестиками. Если мы станемъ разематривать 
всЪ точки, координаты которыхъ суть ифлыя 

числа, то точки системы $ будуть среди 
нихъ находиться. Но всЪ точки, координаты 
которыхъ суть цёлыя числа, могутъ быть рас- 

положены въ рядъ. На нашемъ чертеж жир- 
ная улиткообразная линя указываетъ поря- 

докъ, въ которомъточки сльдують другъ за 
другомъ. Если въ этомъ ряду отбросить вс ват. 6. 
точки, не помфченныя крестиками, то по- 
лузится рядъ, составленный изъ точекъ системы $. Замфнивъ каждую 

р точку соотвьтствующимь ей числомъ Г., мы получимъ рядъ 7), 
9 

въ которомъ содержатся всЪ рашовальныя числа и каждое 
входитъ только по одному разу. Въ любой окрестности каждаго 

числа находится неогравиченное число рашональныхь чиселъ. Такимъ 
образомъ въ намемъ ряду каждое число является точкой сгущенм. 

1) Это есть рялъ 
ога го 2 
7” 1772 21’ 1’ 3’ У’ 

Перснумеровавъ чдены этого ряда пря ломоши чисель натурааьнаго ряда 
1.2.3, 

находимь, что каждому натуральному числу м. разсматриваемоку, «акъ 

зомеръ мёста дроби 1, ъь предыдущем ряду отнчаеть пара Вза- 

. в, 
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$ 10. Теорема Вейеуштрасса. 

Числовой рялъ, заключенный въ конечномъ интервалу, 
имфетъ, по крайней мфрЪ, одну точку сгущенйя, 

Пусть числовой рядъ заключается въ интервал (а, #), такъ 
что веб его члены больше 4 или равны @ и меньше в или равны р. 

Возьмемь цфлое число ш, меньшее, чфмъ &, и выберемъ такое 

цфлое число 1, чтобы и -—— п было больше, чёмъ $. Тогда вс 
числа ряда будутъ находиться между двумя цфлыми числами и и 

т --и. Срели интервалов 

т— 2)... бит ен т, т— И, т- 

долженъ быть, по крайней мфрЪ, одинъ, который содержитъ неогра- 

ниченное число членовъ ряда. Если бы вь каждый изъ этихь ия- 

терваловъ входило лишь конечное число такихъ членовъ, то и ин- 
тервалъ (2, м — в) содержать бы лишь ограниченное число ихъ; 

но мы знаемъ, что между и и т -он лежать всЪф члены ряда. 

Отсюда слфдуеть, что непремфнно должно существовать ифлое 

число й, обладающее тьмъ свойствомъ, что въ интервал 

з Ато 
содержится неограниченное число членовъ ряда. Раздфлимь ] на 
десять равныхъ интерваловъ: 

т) (Ап (ще) ( 15 \^ тв’ ^ порт (}; 

имно-простыхь иБлыхъ чисель ри 4, и каждой ларЪ взаимно-простыхь чи- 

селълиз ( не =0), разсматриваемыхь, какъ члены дроби №. , отвьча- 

еть оиредфлениое Иблое положительное число н. Положивь < о тдьри 
В 

4 суть перемфнныя, принимающы всевозчожныя ифлыя значены, при чемъ, 
однако, р и у суть числа взаимно-простыя и 4 не = 0, находимъ. что для 
указанныхь значений р и } перемфнная < есть функиы оть двухъ перемфнвыхь. 
ри Но вышеупомянутымъ числомъ я вполнЪ опредьляется несократимая 

дробь 2 В 
число =, а потому & можно разсматривать. какъ функшю одной неремфнной 
я, принимающей писльдовательно значения 1, 2, 3, ... Въ этомъ смысл по- 
нате о функши оть ныСколькихь перемфиныхь, принимающихь только и 
зыя значешя, не иметь большей общиости, чмъ понише о фуякщи оть 
одной переменной. Прим. ед. 

и, наобороть, этой дробью ппредьляется въ прехыдущемь ряду 
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между ними долженъ находиться, по менышей мфрь, олинъ какой-либо, 

х (ее. 
который содержить неограниченное число зленовъ ряла. Среди де- 
сяти равныхь частей интервала 

[В 
яъ свою очередь долженъ оказаться одинъ 

РИ 
210 105’ # 

» 

въ которомь такъ же, какъ и въ Ли Л, имфется неограниченное 
число членовъ нашего ряла. Этоть процессь дфлеши иромежутковъ 
можно продолжать какъ угодно далеко. Получающяся при этомъ 

числа, й,, йз, _.. всЬ принадлежать ряду 0. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,8 
Читатель привыкъ разсматривать всякую безконечную деся- 

тичную дробь, какъ нёкоторое число. 
Если возьмемъ теперь число 

Ай 
то оно окажется точкой сгущешя нашего числового ряда, ибо и 

и= 

1 
лежить въ интервал Л, алина котораго равна (;) 3;. Въ лю- 

бомъ интервал$ (и —&, #-—=), который мы построимъ, принявъ и 

за его середину, будеть содержаться интерваль },, если выбрать п 
достаточно болышимь. Но въ интервал 1, заключается неогра- 
ниченное число членовъ ряда, значить, и въ интерваль (м — в, и— =) 
ихь имфется неограниченное число, 

$ И. Сходямщеся числовые ряды. Предёпы. 

На основащи теоремы Вейерштрасса мы знаечь, что числовой 
рядь инь Иа, Из. . аключенный въ конечномъ интерваль (а, 8). 
имфеть. по крайней мЪрЪ. одну точку стущены, Разсмотримъ 
тотъ особый случай. когда имфется только олна точка сгущеня 

*) Данной интервала (а, 8) называется абсолютная величина разности: 
Ба. 
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(которую обозяачаемъ черезъ н). Принязъ # за середину, построимъ 

иъкоторый интерваль (и — в, #-: 8), тогла вн его будеть на- 
ходиться лишь конечное число членовъ ряда. Если бы по опущент 

всьхь членовъ, заключающихся въ интервал (и — в, # —— 2), остался 
еще радъ, то по теореиь Вейерштрасса онъ имфль бы точку сгу- 
щешя, назфрное отличную оть и. Въ такомъ случа первоначальный 
рялъ имёль бы, вопреки донущенно, больше одной точки сгущенй, 
Это можно выразить такъ: 

При всякомь ноложительномъ & всф члены ряда, за 

исилюченень нонечнаго числа ихъ, лежать между и — вин-|-2 
Если случится, что, за исключешемъ конмечнаго числа членовъ 

ряда, вс прое его члены будуть обладать нЪкоторымъ свойствомъ, 
то мы будемъ говорить, что „почти всЪ“ члены ряда обладають 

ЭТИМЪ СВОЙСТВОМЪ. 
Согласно съ этимь опредфлешемь, высказанное зыше пред- 

ложеше можно формулировать слфлующимъ образомъ; 

„Почти всЪ“ члены ряда удовлетворяютъ неравенству*) 

и—ш <, 

каково бы ни было положительное число 5. 

Если рялъ и}, Н;, из, ... находится въ указанномъ отношент 
къ числу и, то онъ называется сходящимся, и тогда говорятъ, 
что № есть его предфлъ, или же, что рядъ стремится къ Н, либо, 

наконець, что и» при неограниченно возрастающемъ п стре- 
мится къ и (иметь предфломъ #, стремится кь предфлу и). Это 

выражають формулой 

Иш и, = #, (тред. и, == и): 

Ни есть начало латинскаго слова 11пез (граница). Формула эта 

читается такнмъ образомъ: прелфль и„ (или предфль отъ 1%) при 

п, равномъ бвзконечности, равень и. Упомянутые выше ряды Евклида 
(какъ онъ самь это доказываеть въ теоремахь 1 и 2 книги Х) 
ижьють предфломъ 0. Периметры винсанныхь въ кругь единицы 
правильныхь 2“-угольниковь стремятся при безпредфльно возра- 
стающемъ п къ 2л. 

*) Черезь | х| обозначають абсолютное значение х. Такимь обра- 
зомъ, [х| == х, если х есть положительное число. и |х| = -—х, когда х есть 

отрицательное число. 
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Теперь докажемь еще, что раземотрфнные нами вначалф 
ряды (заключающеся въ конечном интервал и имюшие только 
одну точку стущешя) суть единственные схоляшуеся ряды. 

Пусть и, И, и,,... будеть скодящйся числовой рядъ, 
ныБющЕ предфль и. Мы знаемъ, что всф члены ряда, за исключе- 
иемъ конечнаго числа ихъ, лежать въ интервалЬ и — ии Е. 
Выберемъ теперь число 1, которое было бы меньше кажлаго изъ 

исключенныхь членовъ ин также меньше числа н — я; выберемъ 

еще число 5, которое было бы болыше каждаго изъ исключен- 
ныхь эленовъ и въ то же время больше числа и-№ #; ‘тогда вс 
члены ряда будуть находиться между 4 и 6. Если бы, помимо числа 

и (которое, очевидно, есть точка сгущены), существовала еще одна 

точка сгущеня ©, то между # — визе {- = должно было бы за- 

ключаться неограниченное число членовъ ряда. Если же в настолько 
мало, что интервалы (№ --— =, н--#) и {© —&, #-—&) не ниъють 

общихь точекъ, то этого не можеть быть, такъ какь внф интер- 
вала (п — &, н-|-=) существуеть лишь конечное число членовъ 

рада; и есть, такимъ образомъ, единственная точка сгущеня. 

Заифчаня. Если радъ м, Н,, М,, -.. стремится кь ии мы 
присоединимь къ нему конечное число произвольныхь чле- 
новъ, то мы получимь новый рядъ, который имфеть тоть же пре- 
дёлъ и. Дьйствительно, члены новаго ряда такъ же, какъ и стараго. 
лежать „почти всё“ между и ^ЕНИ- Е. 

Если въ ряду #;, №:, №, ... опустить конечное число чле- 
новъ (или даже неограниченное число членовъ, лишь бы еще оста- 
лось неограниченное число ихъ), то новый рядъ также будеть стре- 

миться къ прелфлу и. 
Сходящйся рядъ остается сходящимся и сохраняеть тоть же 

предфть при измфнеши порядка его членовъ. 
Если пред. и„ сн пред. г» то рядь Н., г, И, 9%... 

имъеть тоть же предфлъ с. 

$ 12, Простёйкия предложещя о предфлатъ. 

в. Если ®) 
прел. и, = и, прел. г, 

то 
пред. („ 

*) Мы дяя краткости опускаемь и = о подъ символомъ през. 
Ков алевсхЕй. Нсчиелеве белкощечии малыхь. 2 
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8 8 
„Почти вс“ и„ заключаются между и — = в = ) точно 

В = 
такъ же „почти вс“ 1 лежать между о — 5 иг -[ 5; стыова- 

тельно, „почти всё“ и„-|-9„ находятся между (и-|-9)—ви (и-- 0) а. 

2. Если 

пред. и» == и, предл. с, == 1, 
то 

пред, (ин - 2») = и. т. 

„Почти всЪ“ ц„, г, удовлетворяють неравенствамъ: 

фи «в 1—5 
Но 

во — ные, = (и м) о--(@а; 

поэтому **) 

Ви мы, | 5 | ||| 9, [и | 

Жи, [0-9 Ин |-|а— в | [2—2 |. 

„Почти всЪ“ произведешя и„0„ удовлетворяють, слфдовательно, 
неравенству 

| в — шыбь | е([и|-Рер- = 8). 

Еслн =’ есть произвольное напередъ заданное число, то вы- 

беремъ положительное число &, меньшее 1 и меньшее, чфмъ 
в [и| +21); въ такомъ случаЪ для „веБхь почти“ Нибы 

ри — №1: <. 

Слъдетья. Если д есть нфкоторая постоянная величина и 

пред. #„ == и, то пред. (@.н,.) = а-н. Лля доказательства доста- 
точно вЪ предыдущей теорем положить всф величины о, рав- 
ными а, а, значить, и © равнымь а. Взявъ а —=— 1, най- 
демъ, что пред. (— 1.) ==— м. Изъ теоремы 1 сльдуеть, что 
пред. (№, -— 5.) = #— 6, если пред, ц, == и, а пред. г, 

*) ‹_ произвольно выбранное положительное число. 
#*) Мы пользуемся здёсь предложещемъ, которое не трудно дока- 

зать, а именно: |2--$| =21«|--|21.*) Отсюда сльлуеть также (такь какъ 
ии, — в), ЧО [ин {81 -- | — в. 

*) Знакъ < въ случаф, когля « п # нифють разные знаки. . 
2%) Ибо [и-ы, ||, | 8. 
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3. Если 
пред. н„ = ни и не нуль, 

то *} 

прел. . 
В" 

Выберемъь произвольное положительное число &, менышее, 
1 

Вмъ 5 |н|. Такъ какъ „почти всЪ“ числа н„ будуть удовлетво- 

рять неравенству 
[#— №! <, 

то абсолютная величина каждаго изъ чисель ц„ будеть больше, 
1 1: 

чЪмъ -2 1н’ (бо = < 5 фир"). Раздфянвъ теперь 06% части 

неравенства на | и! Н» ‚ получиыъ: 

т} 
===! < 
о, Г 

Если = есть любое напередъ заданное положительное число, 
=? д 

то достаточно взять число =<—- для того, чтобы для „всфхь 

почти“ чисель и, выполнялось неравенство 

:1 1! 
[№ 

Слёдетве. Если пред. н, — у, пред. #2, 

вулю, то 

2= 

<#; 

и н не равно 

# 

и 
„Дьйствительно. 

=) Легко показать, что | я! —, 6; =2|я—Ь; (знакъ = относится къ 
тому случаю, когда а и $ имыють одинаковые знаки и притомъ | а |521}, 
позчому зи! и и, о утиЕ. Изь неравенства же 

а |< аи непосредственно выводится неравенства } „>> ый 1. 

Прим. ‘федант. 
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Доказанныя выше предложешя можно выразить такъ: пре- 

д®лъ суммы равенъ сумм предфловъ, предфлъ разности 
равенъ разности предфловъ, предфлъ произведен!я равенъ 

произведенно прелфловъ, предфлъ частнаго равенъ част- 

ному предфловъ (если только въ посл®диемъ дЪлитель не равенъ 
нулю}. Теоремы относительно суммы н произведены легко могутъ 
быть обобщены на случай любого конечнаго числа слагаемыхъ или 
множителей. Такъ, напримЪръ, изъ равенствъ 

пред. и, ==, пред. 2, „› пред. и» = и 

прежде всего вытекаеть, что 

пред. (2» — 30,) = 
а затъмъ: 

-Н 2, пред, (и, о.) = 926 

- пред. [ м, !- (в! - 2.) ] 
итетыито-а, 

пред. (№, -:- 0, -- а 

пред. (И, 0: 20,) — пред. 1 Ин (6-30) | 
-©- п = и. а» 

$ 13. 0бъ однемъ свойств рашональныхь функий. 

Разсмотримъ сначала цфлую рашональную функцю 

Де) = вх а... ых а. 

Если рядъ чисель №, Х,, Х;,,... имфеть предёль х, т.е. 

‚ То, согласно вышеизложеннымь теоремамъ, 

пред, 4х») — 4 

Мы называемь функщю /(х) непрерывной для зна- 
чен{я у*). если обегда изъ равенства пред. х, —х вытека- 

етъ, что пред. /(х») — /(х}*). Поэтому мы должны сказать, это 
ифлыя рашональныя функц непрерыввы повсюду ат. е. 
для каждаго значенш х). 

пред. 

*) Иди въ точкЬ х. 

**) Если функши Дт) и г(®)непрерывны въ точкь ‹, то и функши 

ОЕ» -- 26,9. 9, к 4 таюженепрерывиы; бь поспвдвекь слу- 
чаб необходимо только, чтобы .  ыю отлично оть нуля. Это можно вы- 
вести изъ теоремъ $ 12. 
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Составивъ частное двухъ ивлыхъ ращюнальныхь функш@, на- 

примёръ, функш /(х) н 

2 — Б-р... ых, 

мы получимъ ращональную функцию /(х) : (<). Еслн х есть зна- 
чене, для котораго 2(х) не исчезаетъ, то изъ равенства пред, ха = х 

слфдуеть, что 

Такимь образомъ. ращональная функшя непрерывна 

для каждаго значеня х, для котораго знаменатель не сво- 

дится къ нулю. 
ТЪ значешя х, для которыхъ функшя не непрерывна (или, 

какъ говоря ТЪ, разрывна) называютъ точками разрыва. Такъ 
какъ функщы 5(х) исчезаеть не болыше, чфмъ при н значеняхь 

х, то щьлая ращональная функщи имфеть лишь конечное число то- 

чекъ разрыва. 

5 14. Неприрывность фувкшй зшх, 08%, 102, соЁх. 

Изъ опредълешя зшх н созх легко вывести, что 

прел. $т и, = 0. пред. с0$ #, 1, 

коль скоро пред. и, = 0. Отсюда съ помошью формулъ пля 

<05(х —х') н (ху -— д") {стр, 9} выводимъ, что функши этх 

и созх непрерывны ддя каждаго значеня х. Въ самомъ дЪль, 

если пред. х, = х, то, положивь х, — х— и., найдемь, что 
пред. и, = 9. Но упомянутыя формулы лаютъ: 

эх, == эт с08 1, —- 608 х ти. 

503, = 60$ Х 605Й„ — ЗП ПИ: 

сльдовательно, 

пред. яплх, == этх. прел. 08, == с08\- 

вх 
Функий их == ——_ также непрерывна повсюду. за нсключе- 

с03 
чемь ТЬхь значенй, для которыхъ созх исчезаеть; но созх исче- 

л 
заеть только для числа, взятаго нечетное число разъ (т. е. для 
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л 3л 5 для п 
хо, толи д=—5, В 

23 2’2 2 

. л 
кимъ образомъ, значешя х, равныя числу з, взятому нечетное 

чнсло разъ, суть единственныя точки разрыва функши шх. 
Точно такъ же числа, кратныя ст, суть единственныя точки 

разрыва функщи соёх = 505. 
зтх 

Кьъ вопросу о непрерывности остальныхъ элементарныхъ фун- 

ющи мы вернемся впослфдствит. 

$ 15. Монотонные ряды. 

Рядъ Н:, Из, И;, ... называется возрастающимъ, если 

и, 5; <... ,т. в. каждый членъ не больше послфдующаго. 

Рядъ называется убывающимъ, если И, == М, > И; 2...) Т, е. 
каждый членъ не меныше послфдующаго. Рялы того и другого вида 

называются монотонными. 
Достаточно разсмотрьть  возрастаюние ряды, ибо. допу- 

стивЪ, что И, в, и; ‚.. есть убывающщи рядъ, найдемъ, что 

рядъ— и, — и,, — н.,... будеть возрастающимъ, Поэтому предло- 

жешя, доказанныя для возрастающихь радовъ, можно немедленно 

перенести на убывающще. 

Пусть будеть н,. и, И,, ... возрастающй рядъ; можеть 

случиться, что онъ лежить въ конечномъ интервал. Это имфетъ 

Место въ томъ случаЪ, когда можно указать такое число $, кото- 

рое превосходить всф значенй #,; тогда всф значешя и, заключа- 

ются въ интервал (и‚, 2). Если такого числа у нётъ, то „почти 

всЪ“ числа и, превосходятъ всякое (сколь угодно большое} число. 

Тогда говорятъ, что и, возрастаетъ безгранично {стремится къ 

безконечности} съ возрасташемь и и пишутъ: пред. и„ == се 

Займемся тмъ случаемъ, когда существуеть нёкоторое число 

#, превосходящее всф члены возрастающаго рада м;. И». №:,..- 

Рядъ лежитЪ тогда въ конечномъ интервалЪ и, слфдовательно, по 

теорем Вейерштрасса, имфеть точку сгущешя и. Ни одно изъ чи- 
селъ и„ не можеть быть больше этого числа и. Если бы, напри- 

мЪръ, было п, > и, то мы могли бы выбрать положительное число 

&, меньшее, чфмъ и, — и. Въ интервал6 (ни —&, и-- =) оказалось 

бы лишь конечное число членовъ ряда, такъ какъ и,, а тёмъ боле 
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всБ послфдуюния значешя #,, были бы больше, чбмъ #-|-в. Но 

это противорфчить основному свойству точки сгушешя. Поэтому 
ни одинъ членъ ряда не можеть быть больше и. Если бы нантъ 

риль имфлъ дв точки сгушеня # иг (2 >18), то вЪ интервалЪ 

(2—8, 0 -- =), гдЬ в положительное число, меньшее чфмъ $ — и, 

не было бы членовь нашего ряда1*), Но это невозможно, разъ о 
есть точка сгущенм. Нани» рядъ имфетъ, такимъ образомъ, только 

одну точку сгущешя Н, а въ такомъ случаЪ, какъ мы знаемъ, 
пред. #, — #. Этимъ доказано слфдующее предложеше: 

Монотонный числовой рялъ Ш,, НН; #,,..., заключа- 

юнИйся въ конечномъ промежуткЪ, всегда сходится. 

Если # есть его предфлъ, то и, = м, въ случаЪ возрастаю- 

щаго, и 1, > и, въ случаЪ убывающаго ряда. 

$ 16. Примфры. 

1: Пусть а будеть ифкоторое положительное число. Взявъ 
нулевую, 1-ую, 2-ую, 3З-ью, ... степень числа 4. мы получимъ 

рядъ 
а, а, №... 

Если И ‚ то рядъ сведется кь ряду 

1,111..... 

и, значить, предфлъ его будеть 1. 

Если а < 1, то нашъ рядъ будеть убывающимъ, и. такь какь 

онь заключается въ интерваль (0, 1), то онь сходится. Если сверхь 

того 

прел. и” 
то ясно, что н 

прел, и"— 

Съ другой стороны, 

прел. а" == пред. (а - 17") == а - пред, #1; 

значить, 
фи, или БИ и) = 0, 

Отсюда, такъ какь (<< 1, слдуеть. что 2 =- 0. Этимъ мы л0- 

казали, что 
пред. а" {<< 1. 
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Если 4 > 1, той" возрастаеть безпредёльно съ возрастащемъ 
п, Если бы существовало такое число-, что всегда выполнялось бы 
неравенство 4" < д, то было бы 

(>. 
между тфмъ (какъ мы знаемъ) 

пред. (1) = 0. 

2. Прежде, чъмъ привести другой примфръ, докажемъ сльду- 
ющшую вспомогательную теорему, которой можно воспользоваться 

и для перваго примфра. 
Если 1 ро и р 

дливо неравенство 
0), то для п==2, 3, ‚.. справе- 

21-6. 

Воспользуемся для доказательства его такъ называемой» полной 

индукщей“, Сначала убфдимся въ томъ, что неравенство имфетъ 

МЪето для п ==2. Дфйствительно: 

И Ирт— 26. 

Затфмь докажемъ, что, будучи справедливо для и, оно вЪрно 

для п -— 1. Умноживъ на 1--р 06% части неравенства 

(бт ай, 

имфющаго мфсто по допущению. мы получимъ: 

ара --ва я = 1--@а- Пр - ий"; 

слфдовательно, 

тиф 0 

Теперь мы можемъ считать нашу вспомогательную теорему ло- 

казанной; такимъ образомъ, неравенство (1 + [)* > 1-- лв спра- 
ведливо, если я есть одно изъ чиселъ 2, 3, 4, 

чинено усповямъ 1 -:- } > 0 и р: 0. 
., а число В под- 

* Случай, когда 220, не требуеть разбора. 
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Эти требованя удовлетворяются, если въ указанномъ нера- 

1 
венствЪ положить р = — в. Но въ такомъ случаф мы получимъ 

1 \* 1 
—#) 2>'-ъ, 

или ®) 
рии и 

уни >>, 

(7>( 

(: НЙ < (' - 1): ыы п, 3,4... 

Отсюда вытекаетъ, что рядъ. 

ВВ 
есть рядъ возрастающий. 

или, наконецъ, 

1 , 
Положинъ | = т ВЪНащемъ неравенств% (1- НВ’ ьЕ ив, 

тдЬ, какъ и до сихь поръ, и есть одно изъ чисель 2, 3, 4,.... 
мы удовлетворимь условымь | — р >> 0, БЕ О и подучимъ: 

1 ” : и (ет) т. 
а такь какъ 

то 

} 1. —— >21 
( Е) 7, 

п 

иыри 7 

*) Мы пользуемся эльсь формулой й И =@-б ен. 
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такимъ образомъ, 

эн 

(.- 1, )'> (+1 . яп, 8,4,...) 
п 

Отсюда сльдуеть, что рядъ 

(т). (+5). 6+3)... 
есть рядъ убывающий. 

Этоть убывающ рядъ лежить въ интервал (0, 4) и по- 

этому сходится, Обозначимъ предфлъ его черезъ 6: 

1ун и)" 
Далфе, 

значить *), 

такъ какъ 

Мы ныъемъ теперь возрастающй и убызающ рады, которые 
оба стремятся къ предёлу с. Число г играеть важную роль въ 

выснемъ анализЪ. Его принимають за основаше опредфленной 

системы логариемовъ, носящихъ назваше натуральныхъ лога- 

риемовъ; такимъ образомъ, натуральный логарнемъ числа х есть 

н$которое число у, удовлетворяющее равенству 67 — х. Лишь вио- 
слъдстви мы сумфемъ указать удобный премъ для приближен- 
наго вычислены с, Теперь намъ извфстно только то, что её заклю- 
чается между 

(4.4; 
*} Мы приыьняемъ здьсь теорему о предьдф частнаго, 
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Но вычислять эти выражены для большихь значешй п неудобно. 

Съ точностью до шестого десятичнаго знака ё выражается числомъ 

2,718 281. 

Вообразимъ себЪ, что капиталь отданъ въ рость по 4%, и 
процентныя деньги присчитываются къ капиталу не по истечени 

1 
года, а уже пос. части года, и на нихъ, въ свою очерель, на- 

1 
числяются проценты. 1! рубль 1) ‘по истечены п года превращается 

0,04 1 } 
> рубля, черезъ годъ — въ (: 251 рублей, а че- 

резъ 25 лёть въ 

въ 1 

{ \ == 
(ри) рубль 

Если й возрастеть безпредфльно, то сумма эта стремится къ 

е рублямъ. 1 рубль превращается такимъ образомъ черезъ 25 льть 

въ Е рублей, если мы позволимъ себф сказать, что процентныя 

деньги присоединяются къ капиталу въ каждый моменть, н на нихь 
опять начисляются проценты, считая по 4°/, годовыхъ, Таково зна- 

чене числа г. 

3. Пусть 1, 42, аз, ... будеть рядъ положительныхъ чи- 

селъ, которыя не должны быть непремфино цфлыми, и пусть будеть 
пред. 4ы == со *), 

Изелфдуемъ рядъ 

6. 
Пусть ›» булеть нанболыиее цфлое число, которое меньше 

4» или равно ему. Въ такомъ случаЪ, принимая во внимаше не- 

равенство 
оао -ь<ь 

найдемъ, что и пред. г, —= х. Но 

*) Въ подлининкь 1 мараа. 
>} Это значить, что, каково бы ни было число $, „почти вс“ а„ пре- 

ВОСХОДЯТЬ ЭТО ЧИСЛО. 
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такимъ образомъ, 

<=, 
а тьмъь болбе 

 \ 
1 1 я) < 

Велфдств того, что выражены 

= Е у, 
Г ж-1 т 

въ которыхъ 1 есть нвлое число, стремятся къ предфлу г при без- 

гранично возрастающемъ зн, такъ какъ они соотвфтственно равны 

О 
то ›почти всЪ* выражаемыя ими числа содержатся между е —-еи 

г-- ев. Принявъ во внимане, что пред. №, == 20, найдемъ, что то 
же вфрно и для чисель 

ть: 

зы (=) 
а выфств съ тёмъ и дзя чисель 

(1 

Но такь какъ это справедливо для всякаго положительнаго &, то 

4. Пусть будеть #;, Вы, 8+, -‚ -рядъ отрицательныхь чисель 
(изъ которыхь ни одно не равно —1) и пусть при этомь 
пред. ы == — 0%} Числа $, могуть не быть цьлыми. Изсльлуемь рядъ 

*+Т. е. пред. (= 2,} == 
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В 
Положивъ $, === -— (1-1 а»), получимъ: 

аи) (++). 
Такимъ образомъ, принимая во внимане, что пред. 4, = ос, имфемъ: 

[2 
1) пред (1 НЕ) > 

Резюмируя все это, мы можемъ сказать, что (+5) стре- 

мится къ предёлу г, если 0) какимъ бы то ни было образомъ (т. в. 
пробъгая какой угодно ряль значенй) стремится къ 20 или — ос. 

Ре : 1 Достаточно даже, чтобы [| стремилась къ со. Если положить = =}, 

то ф стремится къ нулю (никогда не принимая этого значенйя) и 

‘ 1 
, т прел. (1 -:- В) 

5. Допустимъ, что а >> 1 и разсмотримъ рядъ 

Положимъ 

ТВ, 

Въ такомъ случаь р, > 0 и, согласно неравенству, доказанному 

въ пункт 2, 

а=ат "ря, 

Отсюда имфемъ 

“Ты пред, = 0 „< 

Выбсть съ тёмъ 
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1 

Бон О%а< 1, ют Ти пред. (5) — 1: слЬдовательно, 

: 
снова пред. а” = 1 

Въ случа а > 1, рядъ а, а* а, ... убываеть, въ случаь 
же, когла 0 «а 1, онъ возрастаетъ. Если 4 = 1, то рядъ сво- 

1 
дитя къ 1, 1,1... и въ этомъ случаф пред. а” также — 1. 

Допустимъ теперь, что 4 > 1, н будемъ разумфть подъ },, };, 
-... рядъ положнтельныхь чисель, имъющихъ предёломь 0, такъ 
что пред. р, =0. Пусть нфяое число +» будеть выбрано подъ 

1 
усломемъ, чтобы было а’ < 1-- в. Такь какъ существуеть лишь 

1 
конечное число значенй },, удовлетворяющихъ неравенству р» 2 

р 
то „почти всё“ числа 4” удовлетворяють неравенствамъ: 

В 
ака 

Но это означаеть, что пред. а” —1. Случай 0<а< 1 изсаБду- 

ется такъ, какъ указано выме. Еслн рядъ р’, р,', В, ..., стремя- 
шся къ нулю, состоитъ исключительно изъ отринательныхъ чле- 

новъ, то мы положимъ }', — —},. Тогда будеть р, > 0, 

и» — м, и пред. а” = 1. 

Мы видимъ, что а*{а > 0) всегда стремится къ 1, какимь бы 
образомъ р ии приближалось къ нулю. 

Основываясь на этомъ свойствЪ, мы въ состоянн: доказать, что 

функц 4? повсюду непрерывна. Если пред, х, ==х и мы поло- 

жимъ х, == х-- р», то найдемъ, что пред. }, = 0. Но въ такомъ 
случаЪ 

пред, ** — пред. (4"-&””) — а* прел. а" — а`. 

Этимъ доказана непрерывность функщи 4? въ точкЬ х. 
Функщю у —1юр.х мы опредфлили при помощи уравнены 

2’ = х. Мы, по обыкновенйо, будемъ предполагать, что основан 4 

больше 1. Допустимъ, далфе, что пред. х, = м, и что ве зиаченя 
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х„ больше (меньше), чЪмъ х*); слфдозательно, соотвътствующе имъ 
логариемы у, будуть больше (меньше), чёмъ логаривмъ у числа х**). 
сли бы существовало неограниченное число значешй у„, большихь 
чфмъ у-- а (мевьшихь, ч5ыъ у — в), то соотеётствующя числа хи 
былн бы больше, чъмъ а7+* (меньше, чфмъ 427—6), что невозможно, 

такъ какъ пред. х„, =х\). Такимъ образомъ, функщя 1рах непре- 
рывна для каждаго положительнаго значешя х. 

6. Пусть Ви, Вь, 6», ... будеть рядъ чисель, нызющёй пре- 
дъломъ нуль, т. е. пред. }, =0. Далфе, пусть будеть а> 0. 
Построимъ рялъ 

6—1 ат 46-1 

Если положить 

то, какъ мы знаемъ, пред. к, —0. Логариемируя, получимъ: 

В, 10ви = 08 (1 — в); 

Возьмемъ за основаше число #, другими словами, будемъ пользо- 
ваться натуральными логарнемами; снмволь 102 будеть со- 

*) Достаточно разсмотрёть такой рядъ значений х,. 

ж) хи вс числа х„ золжны быть положительными. 

**) Пояснимь это мъсто. Если бы существовало неограниченное число 
значеши у„, превосходящихь число у-|- +, гд® г есть нфкоторое опредфаенное, 
положительное число. то существовало!бы неограниченное число значенй х„ 
уловлетворяющихь неравенству х, = 7” а” а” и’ ха ах В, 
ГДЬ В = ха* —х = х(2* —1} есть нфкоторое также опредълениое положи- 

тельное число. Но такъ хажь „почти всЪ“ числа х, содержатся въ интер- 
валь (х, 4-1), то только ограниченное количество чисель х, можеть удовле- 
рять неравенству х, > х--1, а сльловательно, только ограниченное количество 
чисель у, можеть удовлетворять неравенству ›,>х-- +. Это значить, что 
„Почти всЪ“ числа у, содержатся въ интерваль (у, ›-+-®), каково бы ни 
было положительное число в, т.е. пред. у, ==, когда прад. *, чьмь 
и доказано, что функий у = ю8„х непрерывна при всякомъ > 9. Прим. ред. 

*) Мы исключаемь тоть случай, когда хотя бы одно число #,, == 8. При 
чатожь услови числа в, также не рявны нулю. 
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образно съ этимъ, обозначать то же, что Ю8,. ПослЬ этихь пред- 
варительныхь замфчанй имъемъ: 

__ Ба _ 1954 

— ат“ 
р 

п] ана)" | 
откуда находимъ: 

А, 
а*—1 

пред. о 1051 = 

пред. 08 } а)" 

юБа. 

з 
При этомъ мы основывались на томъ, что выражеше `1 -— #,)&и 

имфеть предфломъ число 2, и что 1ювх для значешя х ==е непре- 

рывенъ. 

Мы имвемъ такимъ образомъ слфдующую теорему: 

“11 0) стремится къ предфлу 1054 (натуральному 
Ь 

логариему числа 4), если ) какимъ бы то ни было образомъ 

стремится къ нулю (не принимая самаго значеня 0). 

Въ этомъ содержится (во всякомъ случаф, мало примбнимый 

ва практик) способъ вычислены натуральныхь логариемовъ. 
7. Пусть №, В, В.,... булетъ ралъ рядъ положительныхъ 

чисель, имфющй предфломъ 0. Допустимъ, что всф эти числа 

д 
меньше, чъмъ >, т.е. меныше четверти окружности круга единицы 

На фигур5 7 прелставленъ кругь единицы. Дуга ЧР,, начер- 
чениая жирной лишей, пусть будеть равна },. Отрзокь Л.Р, въ 

такомъ случа равенъ з},, отрьзокь ОХ, 
равень соз},, а отрьзокъ 41, равенъ ‘ибн. 

и Площаль кругового сектора -4ОР, относится 
къ площади л’ круга единицы, какъ дуга р, 
къ окружности 2л этого круга; площаль эта 

й 

равна сльдовательно зы Площаль треуголь- 

- 1 
г. 1. ника ОХ»„Р, равна -; 05 р, зтры; площаль 

треугольника (),4Т, равна тЕЬ. Такъ какь круговой секторъ, 
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очевидно, больше перваго и меньше второго изъ этихь треуголь- 

никовъ, то 
1 зай, 

2 созй, ° 
1 т 
р] сор, тр, < 2 < 

1 
Для на — зтр,, получимъ: 

2 

Ра 
$058, = 5 < т 

значить, 
1 ЗИ» 

вв, 27, > сов». 
Но 

пред. созй, —= 1, пред. —Е_ 
у со$» 

слъдовательно, и *} 

пред. А — 1 т, = 

Такъ какь 9 - = т, то предположеше, что всё р» 

суть положительныя числа, можно опустить, и мы получаемъ слф- 
дующЁ результат 

зтр 
——_ стремится къ предфлу 1, если } какнмъ бы то ни 
$ 

было образомъ стремится къ нулю (не принимая значеня 0). 

$ №. 0 безконечныхь рядахь вообще, 

то изъ Если дань любой числовой рядъ и\, и, #;,..., 
него можно получить новый рядъ, взявъ сначала членъ #,, затёмъ 

и, затыь и, ри, -- и, ит. д. Если положимъ 

бы в... 

то новый рядъ булеть 

=) Если пред. и, = пред. и, = И <, Всегда заключается между и„ 
с. Въ саномъ дЪлЪ, „почти всБ” =, и „почти ВСВ" 

дежать между с—= н с--е. Слёлонательно, это вЪрно и для чисель г, и 
при томъ для каждаго положительнаго ‹ Но это означаеть, что прел 

Козвлочсви. Ночшедоше безконочно малых. 
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Можеть случиться, что этоть ридъ сходится, т, е. что 5» 

стремится къ нфкоторому предфлу 5. Въ такомъ случаф говорятъ, 

что безконечный рядъ 

а ща... 

есть рядъ сходянийся (сходится), и что у есть его сумма; пивуть 

=, аи 
Если рядъ 51, 5;, 53, .-. Не сходится, то говорятъ, что без- 

конечный рядъ ии, и, |. есть рядъ расходянйся 

(расходится). 
Суммы 51, 5%, 53, -,. Мы будемъ называть частными сум- 

мами (Рааитипеп) безконечнаго ряда (5„ есть -ая частная сумма). 

Изъ опредёленя понятя о сходимости непосредственно выте- 

каютъ слфдующ предложеня: 

1. Если рядъ м и, -|- № --... сходится, то и рядь 
и и. --... таюже сходится и наоборот. 

2. Если рядъ и, в, |- и... . сходится и имфеть сумму ;, 
то сходится также рядъ 

и...) ыы... +)-... 

и имфетъ ту же сумму у. Въ самомъ дЪЛЪ, изъ того, что пред. и == 5, 

слёдуеть, что и рядъ 

Ут м Зы 
имфеть предфлъ 5. 

3. Если 

ми .. 
а; = ан, аи, Рав +... 

4. Для сходимости рада необходимо, чтобы пред. н, = 0, 

и,  слфдовательно, 

то 

такъ какь пред. 5, == 5, пред. 5+1 
пред. (5н — 5-1) == пред. м» = 0. 

Впрочемъ, услове пред. и, — 0 есть необходимое услове 

сходимости ряда и, |- и, - и, -Р..., во ни въ коемъ случаф 
не достаточное. Это можно видфть на примфрь такъ называемаго 

гармоническаго ряда 

У... 
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1 
Здфсь #, = р: значить, пред. и» 0- Но не смотря на это, 

рядъ расходится. 
Въ самомь дьлЬ, сумма 2" — 2"— 1 членовъ 

1 т ) 
бы" р. 

больше, чёмь 2%- ре =. 

Суммируя 4 первыхъ группъ такого рода (и =1, 2,...,4) 

мы получаемь такую частную сумму ряда, которая больше софа 

это число мы можемъ сдьлать сколь угодно большимъ. 
5. Пусть будеть 

а На-На Ве Ра, Ра... 

За и, Ни, =... 9, 

Въ такомъ случаб 

ь ито фаыфа т... 
Въ самомъ дЁлЬ, Эн-ая частная сумма будеть 5, Ра 

{2и — 1}-ая равна 5„ | Ь —1,. ОбЪ, очевидно, имъють предёль 
$ 

Точно такъ же 

а, 

а м Рыб... 

$ 18. Примфры. 

1. Геометрическая прогрессйя *) 

ТИР... 

®) Это суть 2" постьловательныхь членовъ, сльдующихь въ гармони- 
1 1 

ческомъ рядь за членомъ г каждый изъ нихь больше числа т. 

3; Такъ называють и боле общи рядъ «4 + ай --... Геометри- 
ческая прогресс играеть важную роль въ знаменитомь софизыё Зенона 
изъ Элен: Ахиллесъ логоняеть черепаху и бЪжить аъ 12 рязъ быстрфе ея. 
Вначать черепаха находится впереди Аднллеса на разстояшн 1 стадиз. Пока 

т Ахидлесь пробъгаеть это разстояще, черепаха подвигается впереть на 1. 
стади. Въ тоть моменть, когда Ахиллесь прошель и это разстояше, чере- 

п паха находится впереди сго на (тг) стал н т. л. Такимь образом, го- 
з 
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при 4 = 1 расходится, потому что сумма у, == п возрастаеть без- 

предфльно. Если } 221, то, пользуясь равенствами 

ИЕР. 
4» = ЧЕРИ Х, 

находимъ, что 
51 — =, 

и, такимъ образомъ, 

5# = 

Въ случаЪ. когда |9[ >> 1, зеличина |5 ` неограниченно возра- 
стаетъ; слдовательно, 5 не стремится къ предфлу. Если же {4 <\1, 

то пред. {" =Ои 

1 
пред. 5» = 

Когла 4 = —1, то числа 5а, 5%, 55, ..- В6Ъ равны нулю, а 

каждое изъ числъ $,, 53, 5, ... равно единиць, Рядъ $, 5, 5%, -- 
имфетъ, такимъ образомъ, двЪ точки сгущеня. 

Геометрическая прогресс 1-74 - 42-92 -[... схо- 
дится лишь въ томъ случаЪ, когда |4: < 1, при чемъ 

2. Рядъ, членами котораго поперемфнно являются положи- 

тельныя и отрицательныя числа, называется знакоперемфннымъ 

рядомъ. Онъ имфеть такой видъ: 

ава а,-..., 

ТдЪ веф а суть положительныя числа. 
Существуютъ изяфстные знакоперемфнные ряды, сходимость ко- 

торыхъ легко доказать. Это 1% ряды, въ которыхъ числа 4х, @з, ах, --- 
постоянно убываютъ и стремятся къ предфлу 0, такъ что 

и пред.а» = 0. 

зорить Зенон, Ахиллесъ никогда не можеть догнать черепахи. Въ дйстви- 
а . 

тельности онъ ее догонить, пройдя путь : = ++) +6)... 

те1 ро стала. 
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Изобразивъ суммы 

=, № = 4, — а, а =а, — а: Ра, ..- 

точками на числовой лиши, мы замфтимъ, что точки эти располо- 

жены, какъ указано на фигурф 8; по- 

этому изъ двухъ рядовъ 
= ЕЕ 5 

За ны о чит. &. 
За а би»... 

первый убываетьъ, а второй возрастаетъ, и оба лежать въ интер- 

валВ (5, 51,). Такимъ образомъ, оба они скодятся и, такъ какъ 

5зн. 3 — $2, — @зл, 

то 

пред. 5з„_—1 — пред. 5а» — пред. 4», = 0. 

и оба имъютъ одинъ и тоть же предёль 5. Рядъ 

а, — @ 

поэтому сходится и имфеть сумму 5. ВсБ значейм 5», соотвфтству- 
юиця нечетнымь указателямъ, суть числа, больния ЧЬМЪ 5; ТВ же 
значения 5, которыя соотвйтствують четнымъ указателямъ, будуть 
меньше числа у. Такнмъ образомъ, если возьмемъ двФ послдова- 
тельныя частныя суммы, то 5 будеть заключаться между ними. 

$ 19. Риды съ положительными членама. 

Если вс члены безконечнаго ряда суть положительныя 
числа, то частныя суммы образують возрастающ!й рядъ. Такимъ 
образомъ, достаточно убфдиться въ томъ, что числа 5» всегда оста- 
ются меньше нЫкотораго постояннаго числа д, чтобы увфриться въ 
сходимости ряда, ибо 5» имфеть въ этомъ случаь предфлъ ;. 

Если даны два ряда съ положительными членами 

и, № Ни Не 

и члены перваго ряда меньше соотвЪтствующихъь членовъ 

второго или равны имъ, т. е. 

Зе, #: 0, И Га, 

то изъ сходимости второго ряда слъдуетъ сходимость пер- 

ваго; если же первый рядъ расходится, то н второй рас- 

ходится. 
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Этимъ простымъ замфчашемъ мы воспользуемся для доказа- 

тельства слфдующаго критер сходимости, установлениаго д’Алам- 
беромъ (ФАвшьей). 

Безконечный рядъ съ положительными членами 

м-в 

сходится, если существуетъ такое число 4, которое меньше 1 

и зъ то же время превосходить „почти всф“ члены ряда 

Еслн „почти всф“ члены этого ряда больше 1 или 

равны ей, то рядъ расходится, такъ какъ пред. и» отли- 
ченъ отъ 0. 

Въ первомъ случаБ выполняются неравенства 

м <, и=ь2, 3...) 

при чемъ возможно конечное число исключенй. 
Если у — 1 есть наибольшее изъ исключенныхь значенй ука- 

зателя, то 

Ча <, Инь < инь. 
слёдовательно, 

Иа < Ч», Ча а, 

Изъ сходимости ряда и, | ци, -— 4*и. -|-... вытекаеть, на 
основанш вышеупомянутаго замфчашя, сходимость ряда 

И о 

а, значить, и ряда и, и, | и,-р..- 
Въ второмъ случаЪ имфють мьсто, кромф конечнаго числа 

исключенй, неравенства 

мы 
и, — 

Если + —1 опять будеть наибольшее изъ исключенныхь зна- 
ченЁЙ указателя, то 

Ш Ей, Иа 2 Ин, . 
и, слфдовательно, 

Нч 28 М», ии М, ... 
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Это противоръчить необходимому условю сходимости, выра- 
0. жаемому равенствомъ пред. #„ 

и, Если ги имъетъ предвль [то рядъ 

” а ы-... 

сходится при [< 1 и расходится при [> 1; онъ расходится также 

въ томъ случа$, когда пред. ны — 20. Въсамомъ длЬ, выбравъ столь 

малое положительное число 5, чтобы въ первомъ случа$ число (=1--= 
также было меньше 1, и чтобы во второмъ случаЪ число { — = тоже 

было больше 1,мы унилимъ (такъ какъ „почти всЪ числа “7+! лежать 
между [—ги|[-- =), что, кромЪ конечнаго числа исключенй, въ 

Мн. 
первомъ случа имфють мьсто неравенства и «1. во второмъ 

же(и третьемъ) — неравенства те > 

Перестановка чненовъ. 

Пусть в, и, Ра... ие -ра, На -... будуть 
два рада съ положительными членами. Пусть оба состоять изъ 

однихъ и ТЬхЪ же, но различно расположенныхь членовъ. Такимь 

образомъ, второй рядъ получается изъ перваго путемъ нёкоторой 

перестановки членовъ. Допустимъ, что первый рядъ сходится и 

имфеть сумму 5. Докажемъ, что второй радъ также сходится и имфеть 

ту же сумму 5. Каждой частной сумм 0, рада о: тв. --... 
соотвтствуеть большая сумма 5 въ раду м, {- и, -- м: ... До- 
статочно выбрать я’ столь большимъ, чтобы въ сумм 5»’ заклю- 
чались всВ члены 5; 2%. -., бя. Такъ какъ друпе члены суммы 5» 
({какъ и всё вообще члены) суть положительныя числа, то 5," > 0»; 

слфдовательно, и 5 >> о». Отсюда видно, что рядъ г, --2,--... 

сходится, и, если мы обозначимъ его сумму черезъ в, то изъ не- 

равенства $ > 6» вытекаеть, что $ 72 в. Помфнявъ роли радовъ, мы 
найдемъ, что 6 => $ поэтому у 6. 

Итакъ, мы пришли къ сльдующей теоремЪ: 
Если въ сходящемся ряду съ положительными членами 

переставить какъ угодно члены, то рядъ останется сходя. 
щиыся н сумма его будетъ та же. 
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$ 20. Абсолютно сходялиеся ряды. 

Легко убфдиться въ томъ, что сходимость ряда | и: | -- [м ! 

ЗН .|--. .. влечеть за собой сходимость рада и, -|- 1; + и... 
(Теперь не всё и суть положительныя числа.) 

Дфйствительно, 

ЕЕ и, |, 

Сльдовательно, ряды 

РНЕ, ры РН в 
2 ° ' 2 

и 
_ и, | — | |, | № и: 

2 т 2 ' 2 

сходятся; значить, сходится и рядъ в, ти, -- м: -+..., который 

есть разность этихъ двухъ рядовъ. 
Рядъ и, +, {+ н.-..- называють абсолютно сходя- 

щимся, если сходится рядъ | м: -Н |, |-+. 

Перестановка членовъ. 

Абсолютно сходяцийся рядъ можно, какъ мы сейчасъ замЪ- 

тили, всегда представить въ видЪ разности двухъ сходящихся рядовъ 

съ положительными членами. 
Положимъ *) 

2, =— 

Въ такомъ случаЪ, какъ намъ извфстно, ряды м т, +2, -|..- 
има, ри. сходятся и не имфютъ отрицательныхь 
членовъ. 

Далфе: 
и» 

такимъь  образомъ, и, -- и, |- и, -- ... есть разность рядовъ 

я... и ша, На, +... Перестановка чле- 

*) Если угодно, этобы ни одна изъ велдичинь сх и „ не исчезала, то. 

можно, { напрнмёръ, положить 

аи ЕЕ ыы, 
ее 
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новъ рада м, -|- и, -- и. |... можеть быть теперь получена пу- 

темъ соотвЪтствующей перестановки членовъ въ обоихъ рядахъ 

ао... ии, и, и. --... При этомъ рады оста- 
ются сходящимися и имфютъ ту же сумму. То же относится поэтому 

и къ ряду и, Ри, и, Р..., и мы, такимъ образомъ, прихо- 
димъ къ слфдующей теоремЪ: 

Если въ абсолютно сходящемся ряду какъ угодно 
изиЪфнить порядокъ членовъ, то рядъ останется сходящимся 
и сохранитъ ту же сумму. 

$ 21. Произведеще двухь абоолютно сходищихсн радовъ. 

Мы будемъ сначала разсматривать два скодящихся ряда съ 

положительными членами 

ато... в ВЫ... 

Сумму и первыхь членовъ перваго ряда обозначимъ черезъ Д„, — 
второго черезъ В,: пусть А будеть сумма перваго, а В сумма 
второго ряда. 

Изслёдуемъ рядъ 

ав, р а аз а. ав, ав, |. 
въ немъ заключаются всевозможныя произведен, составленныя изъ 

членовъ перваго и второго рада, взятыхь по одному изъ каждаго 
ряда, Эти произведены расположены такъ, что сумма указателей мно- 

жителей равна сначала 2, затмъ 3, затьмь 4.... Произведен, въ 
которыхь сумма указателей есь ни 1, т. е произведены 
д.вьь авы... 4.16, аа, записаны въ такомъ порядк%, что 
указатели при а возрастаютъ. 

Взявъ частную сумму $» ряда а. Рана, +... 
можно выбрать указатель № такъ, чтобы выполнялось неравенство 

5, < Я, В. *). Отсюда слфдуеть, что 

5 < 28. 

Частныя суммы ряда а41ё, -|- 4,6 | 436, |-..., такимъ обра- 
зомъ, всё будуть меньше, чёмъ В, и, значить, рядъ сходится. Обо- 
значимъ его сумму черезъ $. Если возьмемъ теперь произведеше 

*) Если (и достагочно велико, то въ развернутомь произведени 4, В, 
навфрное содержатся всЪ члены суммы 5, 
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А,В„, то можно выбрать такой указатель т, чтобы выполнялось 

неравенство В» < 5,*). Отсюда 
А. В, < $. 

Неравенство 5, < АВ показываеть, что 5 (предьть 5,) не можеть 
быть больше, чёмъ АВ; неравенство же „В, < $5 показываетъ, 

что АВ (прелфль А„В,) не больше $. 
Итакъ, 5 = АВ. 
Такъ какъ рядъ а. 5, 4:6, - 4:5. -|-... состоить исклю- 

чительно изъ положительныхь членовъ, то мы имфемъ право какъ 
угодно перемфщать его члены, при чемъ сумма не измыфнится, 

Пусть будуть 

| , ии, си и 
два абсолютно сходящихся ряда, а суммы ихъ пусть будуть со- 

отвфтственно би #{. Мы знаемъ, что абсолютно схоляпййся радъ 

всегда можеть быть представленъ, какъ разность двухъ сходящихся 

радовъ съ положительными членами. 
Пусть м--и, Ни, --... будеть разность радовъ 

в рат. н ВЫТЬ. -- 
имфющихь соотвЪтственно суммы Аи В, такъ что н„ = а, — в, 
5=А-— В. 

Пусть также г; --т,--т.--... будеть разность рядовъ 

ва -а, 4 
суммы которыхъ суть Си О, такъ что 9, == с, — 

По предыдущему имфемъ: 

АС = ак, аа, + ще... 

АБ = в.а, -- ад, + ва, |... 

ВС = с. Ра с 1..., 

ВО в.а, | 4, — ва. -+..., 

а -- а Е сз 

слфдовательно 

= 40 -- ВВ — ВС— АБР= ив, Кио, Ри, р... 
такъ какъ 

ас -- В, — Но, — 4, = (@, — В) © — в = 
ит. д. 

*) Если + достаточно велико, то въ $, букуть заключаться вс® члены 

развернутаго произведем 4, В, - 
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Рядъ, находянийся справа, не только сходится, но и сходится 

абсолютно. Общий членъ сходящагося ряда, который получается 

для 4С-- АВ ВС -- ВЮ, т. е. членъ 

(агсь -- аздь | фусь -- ФА), 

больше, чЬиъ абсолютная величина числа изуь, ибо | и;| < а; 5; 
и |351 За Ра 

Поэтому въ ряду ие, мат, | н.т, |... мы имфемь 
право какъ угодно перемъшать члены, при чемъ радъ не перестаеть 

сходиться н сохраняеть ту же сумму. Мы имъемъ, такимъ образомъ, 

слфдующую теорему: 
Пусть и, -Ни, р... но, Не, Ра,--..., будуть два 

абсолютно скодящихся ряда; ;—сумыа перваго изъ нихъ; {#— 
сумма второго. Если построимъ рядъ, члены котораго суть 

всевозможныя произведен1я #; 54 *) (1—1, 2,3... А =Ь 

2, 3...), то этотъ рядъ абсолютно сходится и иметь 

сумму 51. 

Примфръ. Мы знаемъ, что рядъ 

1-9 -... 

сходится абсолютно и имфетъ сумму те „когда! $! < 1, такъ что 
—4 

* 
(у -очани аа. 

Членами #1; 9, будуть здЪсь 

1.4, 9°,4 
$, т, 
ег 

Таким образомъ 

(4) - 
Умноживъ этоть (абсолютно схолящийся) рядъ еще разъ на 

чз 4... 

= п оолень ты ыы (яна а 

+) [При чемь каждое произвелеше войлеть только по одиому разу}. 
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$ 22. Стененные ряды. 

Геометрическая прогресся принадлежитъ къ такь называемымъ 

степеннымъ рядамъ. Степеннымъ рядомъ называется рядъ, члены 

котораго представляютъ послфдовательныя степени нФкотораго числа х, 

при чемъ каждая степень умножена на нфкоторое число. Рядъ этоть 

имфетъ, такимъ образомъ, слёдующий видъ: 

в + ах а: + а, ... 

Величины 4%, @;, @:, ..- называются коэффишентами сте- 
пенного рода. Въ геометрической прогрессш всф они имфють одно 

и то же значете. 

Бели данъ степенной рядъ (т. е. извфстны его коэффищенты), 

то можно поставить вопросъ: для какихъ значен!Й х рядъ схо- 
дится? Значены эти образують область сходимости ряда. 

Существують степенные ряды, которые сходятся для всфхъ 

значенй х. Это такъ называемые постоянно сходяшЦеся степен- 

ные ряды. 
Таковь радъ *) 

хм, м 
т 

Обовначимь члены его черезъ и:, из, из,...; тогда 

Ньуа 1х| 
р 

ты 
Ин 

д’Аламбера «ср. стр. 38) мы можемь заключить, что рядъ 

ра Е Е Ри, |+ -. . сходится, Итакъ, изсльдуемый рядъ схо- 
дится абсолютно дая каждаго значеня х. Сумма его, какъ мы 

увидим впослфдствё, равна г“. 
Существують также степенные ряды, которые сходятся только 

для значен]я х == 0 **). Примфромъ такихь рядовъ можеть слу- 

жить рядъ 

‘Слфдовательно, пред. 0, и. на основание критеря 

пена ам... 

*) =! есть произведене я чисетъ 1, 2,..., =. 
++) Дия значешя х 20 сходятся всяк! Я степеввой ряжъ. 
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оо, коль скоро х==0. Значить, не Здёсь пред. 

выполняется уже и необходимое услове сходимости: пред. и» == 0. 

(Ср. стр. 38). 
Если степенной радъ 4,-- @,х -- 4,5 +... сходится для нф- 

котораго значеня х,, отличнаго оть 0, то навфрное пред. 4» хз =0 

Но скодящися числовой рядъ, какъ намъ извфстно (ср. стр. 17), 
можеть быть заключенъ въ конечный интервалъ. Существуеть, слЪ- 

довательно, такое число ©, что всЬ члены („хр по своей абсолют- 

ной величин меньше, чфмъ д. Напишемь теперь: 
х\” 

@нх" а. (2 . 
о 

Въ такомъ случаЪ 

вона | Нм]... 

сходится, потому что его члены меньше соотвфтствующихъ членовъ 
<ходящейся геометрической прогресейт 

хх 
Такимъ образомъ устанавливается слфдующее предложене: 
Если степенной рядъ сходится для значен!я х == х, (220), 

то внутри промежутка (— %,, хо) онъ сходится абсолютно. 

Отсюда, какъ слфдстые, вытекаеть: 
Если степенной рядъ для значеня х, == Х, расходится, то и 

вн промежутка (— Ло, А,) онь нигдЪ не сходится. 
Теперь займемся изслфдованемъ степенного ряда, который 

сходится не только при х ==0, но который вмфстЪ съ тЬмъ не 

сходится постоянно. Существуетъ. такимъ образомъ, нфкоторое 

отличное отъ 0 число Х,, для котораго рядъ сходится, и другое 

значеше Х,, дая котораго онъ расходится; пусть 7) и К будуть 

два положительныхъ числа, выбранныхъ такъ, чтобы выполнялись 

неравенства 7 <! % | и К, >| Хь!. Въ такомъ случаЪ, по прелы- 
душщей теорамЪ, рядъ сходится для значены х==г,, раскодится 
для значены х == Жи г, < К,. Раздёлимь интервалъ (г, К) на 
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2" равныхь частей. Среди новыхь интерваловь будеть суше: 
ствовать одинь и только олинъ (’,, Ю,), подобный интервалу 
(„ В), т. в. для х от, степенной рядъ будеть сходиться, а для 
х = К, расходиться. Рядъ интерваловъ 

(о, Вь), (1› К), (ь, К). - 
построенъ такимь образомъ, что вся послфдующй содержится 
въ предыдущемъ (какъ одна изъ двухъ его половинЪ); ту, 7. Гз,. -- 

есть возрастающий, а К, К,, К,...- есть убываюший рядъ, содер- 
жапийся въ интервалЪ (7›, К,). Оба ряда поэтому сходятся и имф- 

ють одинъ н тотъ же предфлъ о, ибо 

пред. (К, — г.) = пред. 

Число 0 обладаетъь слВдующимъ свойствомъ: 

Внутри интервала (—0, 0) степенной рядъ повсюлу 

сходится абсолютно. Въ самомъ ДЬЛЬ, если х есть значеме 
заключающееся внутри интервала (—09, 9), то и можно выбрать 
столь большимъ, что х будеть заключаться также внутри интервала 

(—7», г), ибо пред. г, ==0. Такъ какъ для значеня г„ рядъ 

<скодится, то онъ сходится абсолютно внутри интервала (—х,„, г»), 

слъдовательно, и для разсматриваемаго значещя х. 
Внь интервала (— 0, 0) степенной рялъ ни для какихъ 

значен1И х не сходится. Дфйствительно, если х есть н®которое 
значене внЪ интервала (— 9, 0), то можно п выбрать столь боль- 
мимъ, чтобы значене х также ваходилось внЪ интервала (—А„, Ё.). 
ибо предл. К, == ©. Такъ какъ рядь для значеня К, расходится, то 
внЪ интервала (—К,, К») онъ нигдЬ не можеть сходиться и по- 
этому расходится и для разсматриваемаго значеня х. 

Интервалъ (— 0, 2) называютъ интерваломъ сходимости 

степенного ряда, а о — рад1усомъ сходимости. 
Если степенной рядъ сходится постоянно, то говорятъ, что 

радёусъ его сходимости есть ос. Если же онъ сходится только для 

х==0, то говорятъ, что рашусъ сходимости есть 0. 
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ДИФФЕРЕНЩАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНЕ. 

$ 23. Отновене приращешя функцш къ приращению неза- 
висныой порвминой. 

Пусть будеть у = /(х) нёкоторая функшя, опредфленная для 
всъхь значешЙ извЪетнаго интервала (а, 6). Геометрически она мо- 
жеть быть представлена дугою кривой (фиг.. 9) *). 

Возьмемъ нёкоторое значеше х изъ интервала (4, }); ему 
отвЪчаеть нфкоторое значене функни /(х). Дадимъ х положитель- 
ное или отрицательное приращене **) 
Ах—=р; другими словами, мы замфнимъ 
х на х--В и будемъ имфть вмсто зна- 
ченм /(%) значеше /(х -- В); функ у 
получаеть, такинъ образомъ, прирашеще 
ду=Дх--  — ®)- Раздёливъ его | 
на соотвфтствующее прирашеше неза- | 
висимой перемфнной 4х ==, имфем 

4; _ 1-19 2. 
2х $ 

Это выражеше называется отномешемъ приращеня функши 
къ приращенйю независимой перемфнной. 

Оно имфеть простое геометрическое значене. Пусть будуть 

Ри О точки кривой, соотвЪфтствуюнця значенямь х и х -.- }. Пря- 

мая РО образуеть сь положительнымь направлешень оси х-овь 
нЪкоторый уголь ф ***) 

Фиг. *. 

*) Мы пользуемся прямоугольной системой координат. 
=8; х-Ь не должно находиться вн интервала (а, #). Вслъетие 

этого мы должны ограничиться положительными значеными # для х=аи 
‘отрицательными для х = 5. 

#**) Смысть этого утвержден таковъ: чтобы стать параллельной пря- 
мой РО, ось х-овъ лолжна вращаться вокругь 0 такимъ образомнъ, чтобы точка 
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Тогда 

вре Л и. 

Отношен!е приращен!Й равно, такимъ образомъ, угло- 

вому коэффищенту сфкущей РО). Этому отношению можно 

дать еще другое толковаше. Станемъ разсматривать х, какъ время, 

протекнее оть нФфкотораго опредЪфленнаго начала временъ, и вооб- 

разимъ себЪ точку, которая перемфщается по числовой линй 
такимъ образомъ, что въ моменть х эта точка совнадаеть съ 

теометрическимь изображешемъ числа /(х), или, коротко говоря, 
съ точкой Д(х). За промежутокъ времени (х, х-|- 5) точка изъ /(*) 
приходить въ /(х-- р). Если бы въ течеше этого времени она 
двигалась равномЪрно, то скорость ея (отномеше пройденнаго 

пути *. ко времени) была бы равна 

А-В -Лэ у . 

Эту скорость называють средней скоростью движущейся 

точки за перюдъ времени (х, х -|- 5). Она, очевидно, равна отно- 
ненйо приращеня функщи къ приращенйо независимой перемфаной. 

$ 24. Производная и дифференщадъ. 

Допустимъ, что В стремится къ 0 (т. в. пробъгаеть любой **) 
радъ значенй };. р,, В,..., при чемъ пред. р, == 0). Можегъ слу- 
читься, что при этомъ отномеше приращеня функщи къ прира- 
щенью независимой перемённой постоянно ") стремится къ одному 
и тому же предфлу .4, т. е 

А (ср. фиг. 4) описала дугу ф (ср. стр. 8). Дуга ф опрежёлена только ло 

значенм кратныхъ т, но {& д имбеть влолнф опредёленное значеше, такъ 
какъ (ул) = ы фИЕ ф называють угловымъ козффищентомъ ирямей РО. 

*) Путь измбряется такъ же, какъ разстояще (ср. стр. 
же и время: 

**) Мы преллолагаемъ, что ни одно изъ чисель Ь, не равно 9. 
ту те. каковы бы ни были отличныя отъ нуля числа В,, бь, в, +. > 

лишь бы пред, В, = 0. В 
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когда пред. $, —= 0. Вътакомъ случаЪ говорятъ, что для даннаго значеня 
х функций /(<) иметь производную, и что эта производная равна „4. 

Итакъ, производная, если она существуетт, равна пре- 
. Хх — : В дфлу отношеня ЛЕ 9 приращеныя функши къ 

приращен!ю независимой перемфнной при прелфльномъ 
переход р == 0. 

Чтобы указать на связь между произволной, функщей /(х) и 
перемфнной х, производную обозначають черезъ {’(х). Такимъ 
образомъ, 

169 = пре ЛЗЕВ А 5) 
Необходимымъ услощемъ существованя производной для дан- 

наго значешя х является непрерывность функций: /(х) для этого 
значеня х. 

Въ самомъ дъль, 

е-+и-= 
и если Р(х) существуеть, то 

пред, } кВ — 0 | = пред. - пред, й 
0. Ро ==0. 

Но услове это ни въ какомъ случаф не достаточно. На- 
примфръ, для функци 

ь. АЛ у ‚ 

Дх) = хят 1 “*) 

пред. /#) = (0) = 0; слёдовательно, въ точкЪ х — © функшя не- 
прерывна, & между тёмъ 

НОО 
р 

тт 
ОЙ 

*) 5 — 0 поль знакомъ прел. указываетъ, что 2 стремится къ предфду 0 
Если х— и, то # должно быть положительнымь числомъ, если же х = 5, то 
Ъ— отрицательное число. 

**) Для х-=0 это выражене не имъеть смысла. Но мы полагаемъ. 
0 =0>,. . , 

>) Т.е мы разсматриваемъ функцю Л»), которая ныЪеть значене 

нуль при х —0, н значенм которой при х, отличномъ оть нуля, опредьля- 
Прим. ред. 

4 
ются равевствомт и) = я зт „. 

Козвлевск!Я. Иечшолен!е безконечко малыхт. 
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не имЪетъ предфла. Дъйствительно, если р пробфгаетъ рядъ значе- 

212 12 то зп 1 будетъ получать значеня, обра- пои, зн ро ‘у ‚ обр: 

зуюния расходящёйся рядъ 1, 0, 1,0... 

в 

Производная такъ же, какъ н отномеше приращенй, имфетъ 
простое геометрическое значеше. Если | стремится къ предфлу 

нуль, то точка () стремится къ совпадению съ точкой Р (т. е. 
каждая изъ коордивнать точки () имфетъ предфломъ соотвфтствую- 
щую координату точки Р). Прямая РС) врашается вокругь непо- 

движной точки Р такимъ образомъ, что угловой коэффищентъ прямой 

стремится къ предфлу /’(х). Говорятъ, что ея предфльнымъ по- 

ложен1емъ служить та прямая, проходящая черезъ точку Р, угло- 

вой козффищенть которой равен /(х). Эту прямую называють 
касательной къ кривой въ точкь Р. Подобно тому, какъ отно- 
шеше прирашенй равно угловому коэффищенту сфкущей, такъ 

производная равна угловому коэффищенту касательной. 
Когда мы подъ х разумфли время, а (=) считали абсциссой 

точки, которая движется по числовой лиши, то отномене прира- 
щенй равнялось средней скорости движены за перюдъ времени 
(х, х-Ь. 

Если это отношене при предьльномъь перехоль р ==0 стре- 
мится къ н®которому предфлу, то этотъ предфлъ разсматриваютъ, 

какъ скорость движущейся точки въ данный моментъ времени х. 
Производная /’(х) выражаетъ, такимъ образомъ, скорость). 

Дифференщалъ Дх) есть произведеше производной {х) 
на величину } (приращеше х). Его обозначають черезъ & Дл). 
Такимъ образомъ, 

41) = Ров. 

Если замфнить кривую у = {(х) ея касательной въ точкЪ Р, 
то приращеше функшм при переходв отъ х кь х-—} булеть не 

Лет — а, а Род или Ч Кю. На фиг. 9 4х) = ВТ, 
а Д;-- 5) — 9 = ВО. 

Если воспользоваться другимъ толковашемъ (х — время и 

Де) —абсцисса точки, которая движется влоль числовой лини), то 
мы должны будемъ сказать слфдующее: если бы точка сохранила 
навсегда ту скорость }”(х), которую она имфеть въ данный 

*) ВЪ разсматриваемый моменть х. 
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моменть времени х, то за перюдъ времени (х, ^ -- 1) она прошла 
бы путь /(х) В, а не 

ЕО — Хо. 
Мы видимь. такимъ образомъ, что въ основЪ поинты © диф- 

ференшалЪ, введеннаго Лейбницемъ, лежить идея о замфн кри- 

вой въ окрестности какой-либо ея точки прямою или о замфнЪ 

любого двнжешя въ течеше нфкотораго промежутка времени движе- 
щемъ равномврнымъ. 

Если /6) =, то р) 1, закь какь н 9. 
Для дифференшала получаемъ отсюда равенство 

4х =. 

Дифференшаль перемънной х равенъ самому ея прирашензю }. 
Поэтому въ формуль $ /(х) = /(х).В мы можемъ виъсто р написать 
4х и тогла получимъ 

4/ед = Гей». 
Отсюда вытекаеть, что 

ло — И. 
Производная есть, такимъ образомъ, частное двухъ дифферен- 

щаловъ (взятыхь при олномъ и томъ же значенш 1), или отно- 
шен!е дифференщаловъ. Поэтому вмфсто „производная оть 

Их)" говорятъ „дифференшальное отношенше функши /(х)“. 

Нахождеше дифференшаловъ или лифференшальныхь отно- 
шенй функшм называють дифференцированемъ (дифференци- 

ровать). 

$ 25. Диффереицироване суммы, разности, произведения 
в частнаго двухь функий. 

Предположимь, что функши Дх) и 5(&) имьють для значены 
х производныя [’(т) и х'() *). 

1. Если Е(®) = Дх) -=- 50%), то 

РИ Ро) ГЕИ ею 
Ь = й ъ - 

*) х есть нёкоторое значеше въ промежуткв (а, 8}, въ которомъ 

фунюци 167) и хх) опредёлены. 
з- 
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Предфль правой части при пред. р = 0 существуеть и ра- 
венъ /’(х) | 5’(х); слфдовательно, производная Ё“(х) существуеть 

н притомъ 
Е =, 

Че =Л Е. 
Производная суммы равна сумм производныхъ. Это 

предложене имЪфеть мЪсто для любого конечнато числа слагаемыхъ. 

2. Точно такъ же можно доказать, что 

В - 
Производная разности равна разности производныхъ. 

3. Пусть будеть 

Ба) = х). 8 (%. 

или, короче, 

Тогда 

ЕС — РФ _ Геи Ло ® 
р р 

В 1, 
При В, стремященся къ нулю, правая часть ныфеть предЪль. 

Ко 2) Е #6) Р@)*); поэтому Е(х) существуеть и 

ЕО) = Ио Е + ФГ, 

(= У. 
Если 2(х) сводится къ постоянной с, то (2) — 6 (акъ 

какъ даже отношеше приращенй исчезаетъ). Поэтому найдемъ, что 

ру’ =‹, 
— формула, которую легко доказать непосредственно. 

Для произведеншя трехъ функщй имфемъ сначала 

у =У. ув, 
и, такимъ образомъ, 

(=. 

или, короче, 

*) Нужно привять во внимане, что пред. 4х -|-5} = /(%), такъ какъ 

изъ существованы производной /(л) слёдуеть, что функия /(х) непрерывна 

дяя значеня х. 
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Чтобы дифференцировать произведен!е 2 иножи- 

телей, нужно умножить производную каждаго изъ нихъ на 
всЪ остальные и полученныя произведеня сложить, 

4. Если Е — 9 и 2(х) для значешы х ие равно 0*), то ) 
2“) 

РЕ — Ро) т (ею 28) 
$ Ве #0) 

= ав; вела 
В) &-ЕВ 

а ть —1@) в) В = д) 

«зе -Ь) 

При приближенн й къ предфлу нуль правая часть имфетъ 

предл 869.269 — 9 9 
8). 5@) 

Такимъ образомъ, Р’(х)} существуетъ н 

за = ФР Я Я Вх = ^— ге ‚ 

или, короче, 

Здфсь предполагается, что #(л) = 6. 
Если выведенныя раныне формулы для 

Ч, Ч и (7) 

*) Въ окрестности точкя х можно построить интерваль (# — г, «-- #} 
въ которомъ функцйя х (д) нигдЪ не нсчезаеть. Если бы это оказалось невозмож- 

нымъ, то въ каждомь интервал (+1, + Э существовало бы такое 

значене х„. для котораго #(х,}=0. Въ такоиь случаф, очевидно, 
пред, х„ =”) и, вслвяспие непрерывности, пред. #{х„) =(), т. е. 9 =5(). 

что невозможно. Мы заключаемъ 5 въ интерваль (—, =). 



54 ПП. ДНФФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 

умножить на фх, то онф принимають слфдуюцй видъ; 

1. += +4 
2. 9(/—в=а/— 4, 
3. 400 = Ме 4 4, Чей) = о, 

ал) -=/— Л. 4. :(Г)-=^ 

$ 26. Дифференцироваше раююнальныхь функци. 

Выше мы уже видьли, какъь производится дифференцироваще 

произведешя т множителей. Для этого умножають производную 

каждаго изъ нихь на веф остальные и складываютъь полученныя # 

произведений. 

Если каждый изъ т множителей равенъ функши {(х), то по- 

лучимъ формулу 
уу ву, 
4) = ту». 

Въ случа / = х формула принимаеть видъ 

4(х") = тл”-щх. (т=1,2,3,...) 

или (умножая на 4х) 

Теперь мы въ состоянш дифференцировать иБлую рашональ- 

вую функщю 

бо) = вх” 4 ах" --... ранах в. + 
Съ этой иёлью слдуеть только припомнить, что дифферен- 

шаль суммы конечнаго числа слагаемыхъ равенъ сумм дифферен- 

шаловъ слагаемыхь, далфе, что (/(с/) = с} когда с постоянная 
величина, и, наконець, что дифференщаль постоянной равенъ вулю. 

Зная это, найдемъ, что 

аб) = тах" п — Пах-*... а. 4х, 

или, если желаемъ получить производную, 

С = та" (т — Па... Рана: 

Разсмотримъ теперь ращональную функшю С(х): Н@), гдь 

Нах) = бх* Е ... ыах-НЬ. 
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Если Н(х) ==0, то, по правилу 4 предыдушаго параграфа, 

(-*° 6) - 
или 

(6) навтован, 
Н Г 

но 46; в 4Н мы умфемь найти, Такимъ обравомь, ны умфемь диф- 
ференцировать всякую ращюнальную функшю. 

—т 1 
Приифры. 1. Производная оть х =; (т — положитель- 

ное цьлое число) будеть — тх-- "+3, если х Е 0. 

2. Производная функщи у = г есть 

бе ах! метИ их у (ха 
или 

= фа ах Ие, Е (ха 
или, наконецъ, 

м. 
о ба ` 

При этомь предполагается, что сх + 420. 

$ 27. Даффереицвроване фуннши а" *). 

Когда у = а", то 

у _ 
Ах 

ит Но, какъ намъ извбстно, выражене ^^ ^_^ имфеть предъломь 

Тора (натуральный логариемъ 4), поэтому 

(= 4" Ба. 
Въ частности 

(9 =г. 

*} а есть положительное число. 
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Показательная функшя с? имЪеть, такимъ образомъ, производ- 

ную, равную ей самой. 

$ 28. Дифференцироваше фуинши 105 т. 

Если у == 1орх*), то 
Ь 

Зоя _ 105 (: - 3) 1 
ше Ы 

ъ 

Положинъ Вт, имфемъ: 

й 
Ау _1 -т| 
= о ый | 

Такъ какь В стремится кь 0 вмьстЬ съ |, то (ср. стр. 29) 

| | 
пр. +В) | = 

Такимъ обрезомъ, (вслфисгые непрерывности |обх, что было 

нами доказано на стр. 31) предьть правой части есть г. 

Поэтому 
1 

105х)' == —. (обху =. 

ю2„х отличается отъ 1юрх только постояннымъ множителемъ. 

А ныенно: 

ая —х, 
значить, 

06.х- 08а = ЮБд, 
и 

1 = ох. 
Вах — ра 98 

Поэтому 

ор. —= ——_- 
бов») хюба 

*) х есть положительное число, а [В | — число меньшее, чВыъ х. ®) Ло- 
тариемъ элёсь берется натуральный (основаше равно ‹). 

*) Можно ограничиться этими значеными #, ибо имфется въ виду пре- 
дльный переходъ В кь нулю. (Пром, вед.) 
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Число. пед "АЗЫВается модулемъ системы логариемовъ при 
ОБ 

основани 4. На этотъ модуль нужно умножить натуральные лога- 

риемы, чтобы получить логариемы, вычисленные при основанм а. 

$ 29. дифференциронаше тригонометрическихь функц. 

Имвемъ: 

зт(х-НЬ) = чпх 0054 - созх этр. 

Такимъ образомъ, 

ее ы пл <06 — 1. 

Но 

(с0$р — 1} (с05р + 1) = с08?р — 1 эр; 

поэтому 

зп (х-- ) — этх тр В: этр 
И сх их. ъ в р И сор 

Такъ какъ 

зтф эр 
пред. = 1, пред. 1 45% =0, 

то 
{5шх)’ = созх. 

Такимъ же путемъ находимъ производную отъ созх. А именно: 

60$ (х +В) = созх 605} — эшх эр; 
значить 

сть 205 ту к + сз ‚ 
р 

или 

208 (х-- В} — сх _ 9 этр эй 
Я оу про 

вслёдстые чего 

(совху = — зтх. 
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Найденныя формулы могутъ быть записаны и такимъ образомъ: 

(втау = эт (= =) , 

= -7). (с03д)' = с08 (. г } 

При дифференцироваши 1ех можно исходить изъ того, что 

Этх , шх = 
5х <9$Х 

Такимъ образомъ, находимы: 

созл (5тл)" — эт (с05х)' 
(вх) = 

_ сох + йя _ Г _ , 
— <05%х ях =! = 

Итакъ, 

ху = = 1-6. 
505% 

Подобный премъ примфннемь и къ соёх. Зная, что **) 

с05х 
сих = —, 

пл 

имфемъ: 
зи ‚_ дах (озу — Чоу — созя бя), 

эх 

Ах + 60535 1 
ах -” {+ со@х)- 
эт х зийх @ 0х) 

На этомъ основания 

1 = =. О (со зы х (1 - сое}. 

Предлагаемь читателю самому найти производныя функшй 

и. 
с05х  этх 

*) с05х яе доджень быть равелъ 0. 
**) Уп» не дояжень равияться нулю. 
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$ 30. Теорема о среднемъ значени. 

Леиаа. Когда /(а} > 0, /{6) 0 и функшя Дх) непре- 

рывна внутри интервала (4,5), атакже и для значенй аир*), 
то существуеть такое число с внутри интервала (а, 8), 
что До = 0. 

Предположимъ, что въ интервал (а, р) функщя {(х) нигдь не 
исчезаеть (т. е. допустимъ противное тому, что мы утверждаемт). 

Гра 
Тогда значене д ?) будеть либо положительнымъ, либо отри- 

нательнымъ. Въ первомь случаВ роль чиселъ а и р могуть взять на себя 

числа 4 8, =; во второмъ эту роль могуть взять на себя 

числа а, В АТЕР, зак вакъ Ди) > 0 в ЛЬ) 0. Оть 
а, и В, подобнымъ же образомъ переходимъ къ такимъ двумъ но- 
вымъ значенниь а; и р, которыя удовлетворають соотношенямь 
Да) > 0 и Д,) “0 итд. Въ результат получаенъ въ конеч- 

ноиъ интервал (а, 2} два монотонныхь ряда. Каждый изъ нихъ, 
какъ мы знаемъ (ср. стр. 23), скодится, и оба имфють одинъ и 

тоть же предфль с, такъ какъ {}, — а» = (1) — а), т. в. 

пред. (р, — а,) = 0. 

Всльдстые непрерывности функим Д(х) 

пред. {(а,) = /(@), 

и, такъ какъ всь значенм /(а,) суть положительныя числа, то число 
с) не можеть быть отрицательнымъ. Но значене /(с) не можеть 
также быть положительнымъ, ибо 

пред. / 6.) == ©, 
и всф значения /(В.) суть отрицательныя числа. Поэтому должно 
быть /(с)==0, что противорфчить слфланному выше допущенгю, 
будто функия /(х) нигдВ внутри интервала (а, $) не равна 0. 

Сльдетие. Если /(а)-= 4, }ф)=В =), С есть число 
внутри интервала (1, В) и функшя Их} непрерывна внутри 

*) Выражаясь точно, мы требуемъ, чтобы изъ условй 1х, = и 
пред. х, == х всегда вытекало соотношеше пред. /(х„) = Дх}- 
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интервала (а, 6), а также для значенй ан р, то внутри 
интервала (4, $) сушествуетъ такое число с, что /(с} = С. 

Чтобы доказать это слфдстые, построимъ функцию ф(х) 

Е «— в. 

Функшя ф(х) такъ же, какъ н функшя /(х), будетъ непре- 
рывиа и, кромЪ того, ф(а} >> 0, ф(5) < 0. Но при такихъ условыхъ, 

на основан леммы, сушествуеть между ди ф такое число с, что 
+ = а это значить, что Де) — С. 

Теорема Ролия. Если функшя /(х), непрерывная для 

значен! аи 2*), ныфетъ повсюду внутри ннтервала (а, 5) 
производную и если /(а) = /$), то внутри интервала (а, 5) 
существуеть такое число &, что /^*(8) = 0. 

Сначала замфтимъ, что внутри интервала (а, $) функшя /(х) 
также непрерывна. Это вытекаетъ изъ сушествовашя производной. 

Итакъ, фунющя (5) непрерывна во всемъ интервалЬ (4, 5). Поло- 

= и разсмотримъ функц 

ф(х) = — а 

х заключимъ теперь въ интервалъ (4, а-- 2^). Функшя ф(х), оче- 
видно, будеть непрерывна во всемъ этомъ интервалЪ, включая 

концы ана 2%, * 
Далъе, 

9@ + ао -за 29 = Да) —Лд-+Де-— 

Лао Ло —Ла+29 = —Л9-6 
при чемъ возможны слфлуюице случаи; 

1. (а -9а- 0 -@-+20=6 
2. Хоть одно изъ чиселъ ф(а), ф(а -- Ю, (а -- 2%) отлично 

оть нуля. 
Во второмъ случаф между тремя величинами ф(а), ф(а №), 

$(@а--2®) навфрное имфется одна положительная и одна отрнца- 

тельная, такъ какъ 

4 + а РО и 20—06 

° Точно выранаясь, мы требуемь, чтобы изъ условй азЕх„ЕФи 
пред. х, == нли прех х, = всегда ‘соотв®тственно вытекаяо, что 
прех, /(х„) = /{а) и прел, Ул #8. 
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Но въ такомъ случаЪ, на основаны нашей леммы, между & и 

а 24 существуеть такое число с, что 

9® = -+Ю—Хо=о. 

И въ первомъ случаЪ такое число с существуеть, а именно 

число 4. 
Положимъ 4: 5 =е- 4, тогда 

ака икфи Вр-а 36-9, 

и имтерваль (д;,6;) можеть игреть ту же роль, что интерваль 
(а, 6), такъ какь {(а,) = /В.). Повторяя предыдущя разсужденй, 
мы можемъ перейти оть интервала (4:, #,) къ такому интервалу 
(аз, В), что 

ды кЬь<Ь, Виета, 
н а) = ДЬ) итд. 

Возрастаюий рядъ @:, @:, а»... и убывающй ,, в, Б.,... 
сходятся и, въ виду соотношений 

1)" 
пред. (6, — 4„} == пред. (1) 6 —@=0, 

имьють одинъ и тотъ же прелфлъ &, который, очевидно, удовле- 

творяеть неравенству 
<< Ь- 

Если положимь а, —= #-- В», В, == 2 Вы, то В, Зои > 0. 
Числители отнотенй 

азы Е 
р ’ р 

приращенй функцыт къ приращенямъ независимой перемфнной 

равны между собой, потому что /1-) = ДФ,), а знаменатели имф- 
ють обратные знаки. ВелЬдстве этого оба отношеня либо равны 0 
либо отличаются знаками. СдЪфлаемъ теперь допущеме, что и» 

равно положительному отношению приращена, а т, — отрицатель- 
ному, а въ томь случаф, когда оба отноменя исчезають, пусть 

и„ н т» будуть равны нулю; тогда ряды 

И, И, И... И в, во, №... 
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имЪють оба предфлъ /’(5), такъ какъ оба отноменя прирашенй 

стремятся къ значеню /^(5). Итакъ 

пред. и, = ($) в пред. т, = ( 

Въ виду того, что 2» 2 0, значеше /’) не можеть быть от- 
рицательныиь, & такъ какъ 2, < 0, то /(#) не можеть быть поло- 
жительнымъ. Слёдовательно }() = 0. 

Послф этихъ предварительныхь замфчай мы въ состояви 
доказать такъ называемую теорему о среднемъ значен!и. Ее 

можно формулировать слЪдующимь образомъ: 

Если функшя /(х) непрерывна для значенй дир и по- 
всюду внутри интервала (2, $) имЪеть производную, то 
внутри интервала (4, $) сушествуетъ такое значеще & что 

О 

Если выЪсто функцё: /(х) разсматривать функцию 

99 = Ла =, 
то можно опрелфлить постоянную величину А такъ, чтобы равен- 
ство $(4) = ф($) выполнялось. 

Изь соотноменя 

Ка + 4а = Ц 

непосредственно вытекаетъ, что 

—_ МВ — 9 
Ба ° 

Опредфливъ величину 4 такимъ образомъ, мы можемъ при- 
иънить къ Ффункши ф(х) теорему Ролля; ф(л) удовлетворяеть 
всъмь требованямь этой теоремы: функцы ф(х) непрерывна для 
значенй ди В (закъ какъ фувкши /(х) в Дх непрерывны); далфе, 
функны $(х) всюду внутри интервала (а, $) имфеть производную 
Ре)-Н А и, наконець, фа) = ф(®). Изъ теоремы Ролля слдуетъ, 
что внутри интервала (а, $) сушествуеть такое число & что зна- 
чене $'\Ё) = 0, слфдовательно, 

#= 

Пола оть 0 я, 
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Теометрическое товновае теоремы о среднемъ зиаченш. 

Представимъ себЪ дугу кривой, которая изображаеть функщю 
`Кх) въ интерваль (а, $). Пусть „4 будеть начало, В конец этой 
дуги. Хорла .4В имЪеть угловой коэффишенть *) 

о — @ 
ф—а ° 

РЕ), какъ мы знаемъ, есть угловой коэффищентъ касательной къ 
дуг нашей кривой въ точкЪ, имфющей координаты х =, у= Д®). 
Теорема © среднемъ значеши показываеть, что эта касательная 

ог а, 
Фик. 10. Фит. 11. 

параллельна хорд. Теорема о среднемь значенй утвержлаеть, та- 
кимъ образомъ, что при сдфланныхь прелположеныхь на дугЬ кри- 
вой между 4 н В находится точка Р, въ которой касательная па- 

раллельна хорлф АВ. 
Когла функшя /(х) опрешфлена слфдуюшиии равенствами: 

Д» =0 для значешй азхё. ДЫ=Ь 

то повсюду внутри интервала (а, $) производная ея равна нулю. 

Межау тыь ДИ-ЛЯ_ 1! ) — = 
$—а ь—а 

ченй! здфсь не оправдывается, объясняется разрывомъ функши въ 

точк х ==. 
Фигура 11 изображаеть функщю, для которой теорема о срел- 

немъ значеши также не имфеть мфста и именно потому, что для 

а-Ь 
2 Производная не существуеть. 

. То, что теорема о среднемъ зна- 

значеня х == 

*) Угловой коэффишенть прямой (ср. стр. 48) равенъ 4 9, если пря 
мая образуеть уголь ф съ положительнымь направлещемь осн х-овъ. 
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Другая запись формулы теоремы о средиемъ значен. 

Положивь а=х и фыхЬ или ф=х нах, 
можно число Ё, которое заключается межлу числами хих- |, 
прелставить въ форм Е = х-- 9, гл 0 < < 1. Формула тео- 
ремы о среднемъ значены имфеть въ этомъ случаф слёдующий видъ; 

ЛЕНИ 29 рее ое. 

Когда @ =хир=х-Ь, то В есть положительное число, 
когда же } =хина=х-Р р, то ф есть отрицательное число. Фор- 

мула справедлива, коль скоро функия /(х} непрерывна для 
значений хих-- ри ныфетъ производную повсюду внутри 

интервала (л, 2}. = 
Формула показываеть, что отношен!е 

ращен1й принадлежить къ числу тфхъ значе, ко- 

торыя производная /(х) принимаетъ внутри интервала 

(х, = 5). 
Изь теоремы о среднемъ значенйг вытекаеть, что функце 

постоянно имфющая производную, равную нулю въ н+ко- 
торомъ интервалЪ, сводится въ томъ же интервалЬ кь нЪ- 
торой постоянной величин. Если, въ самомъ дЕЛЪ, 4 и $ суть 
два какихъ-лнбо значешя изъ этого промежутка, то. 

МО — о _ а. = 

значить /4В) — Да). Этоть результать важень для интегральнаго 
исчислешя. 

Гб) =0, 

$ 31. Обебщегие теоремы © среднемъ значеня. 

Теорему © среднемъ значени легко обобщить. Пусть д(х) 
будеть функшя, которая, подобно функши {(х), непрерывна для 

значеши ди фи внутри интервала (1, #) повсюду ныфетъ произ- 

водную и пусть функыйя 5х) нигд® не равна 0. Въ такомъ 

случав можно выбрать число 1 такимъ, чтобы функщя 

96) = о) -- мо) 
удовлетворяла требовашю ф (4) — $(#). Изъ соотношеня 

Дау-- а) = ЛО ® 
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вытекаетъ, что *) 

_/® —1® 
0 — ха) 

Примбняя къ функиш ф(х) теорему Ролля, получаемъ: 

ГО" ®) =0; зачить 
о го В 
в в® “< <В. 

Положивъ а=х, = х-Рр, или ф—=х, а-==х-Р р, имфемъ: 

ел _ Ле . 
горо -ню” а ©<8<1 

$ 32. Дифференцироване сложной фуннщи. 

Пусть Р(и) булеть функны оть и, опредфленная для значенй 
; пусть, далье, /(х) будеть функий оть х, опредьленная 

для значенй а 33х35. Допустимь, что во всемь интервалЬ (а, 5) 
функны /(х) удовлетворяеть соотвошеняиъ 

=: 

и = /(х) т= Ни). 

то каждому значешю х интервала (а, 6} будеть соотвфтствовать 
нЪкоторое значеше у. Такимъ образомъ, каждому значенйо х при 

посрелствф и соотвфтствуеть нфкоторое значеше у, такъ что у ока- 

зывается фунющей отъ х. Зависимость эта выражается формулой 

у= Е. 
Функншю Е(/(х)) называють сложной функщей. 

Попутно сдёлаемъ слфдующее замфчаше: 

Если функшя /(х} непрерывна для нЪфкотораго зна- 
чешя хи функшя Е(и) непрерывна для значеня и —=/\х), то 

функшя Е((х)) будетъ непрерывна для того же значения х. 
Въ самомь дЪЛЬ, изъ того, что пред. х„ == д, всегда вытекаеть, 
что пред. и» == пред. /(х„) = и и 

пред. Ех») == пред. Е(и») == Е(з) == Е(Д(х 

_% Неравенство 418) — ге)те® сафдуеть изъ ревенства гр) — „(2 -= 

=@—4) 245, ибо 2 = 0. 
Кивалевсяйй, Нсчцелейе беохожечио хатыть. 

в 
Если положить 

5 
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Допустимь теперь, что функщя {(х) повсюду въ интервал 

(а, $) имфеть производную {’(х), и что функим Е(и) повсюду въ 
интерваль (а, 8) также имъеть производную Е’(и). 

Пусть будеть х нфкоторое постоянное значене, а х -{- Ах 
какое-либо другое значеше въ нитервалЬ (4, 6). При переходь отъ 
хньх- Ах функиы и => /(а) получаеть прирашене 

Зи — Их | Ах) — Кх), 

а функыя у == Е(п) получаеть прирашеше 

Ау =Еи- Ан) — Вы). 

По теоремф о среднемъ значенн 

ду — Ри ЭААи"; 0<9<0 

слЪцовательно, А д 

5х == РА) ду. 

Пусть Ах стремится къ нулю (оставаясь, однако, постоянно отлич- 
нымъ оть нуля); тогла 

прах. — и=л [62 

А 
пред. Ай == пред. д 4х — /'(х) пред. Ах = 0 **), 

а также 

пред. Аи —=0 и пред. (и 8 Аи) — и. 

Если же мы введемъ допушене, что функщы Р’(и) непре- 
рывна въ ннтерваль (а, 4), то 

пред. Е\и -{- Ан) = Р(и) 

през. 2 =Е®/ 

Отсюла, умножая на {х, получаемъ дифференщаль у. Итакъ, 

фу — Ре (х) 4х, 

5: Эта формула справедлива и въ томъ случаф, когда Ди = 0. 

**) Это намъ уже известно, такъ какъ мы раныве доказали, что изъ 
существования /(=) вытекаеть непрерывность функийт /4х) дая значены х. 
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или, принимая во внимаше, что 

Чи = (дах, 

ду = Ри) ди. 

Дифференщалъь функщи у = Е() выражается точно 

такъ же, какъ если бы перемфнная № сама была незави- 

симой. Это одно изъ пренмуществь диффереищала по сравнению 
съ производной. 

При доказательств формулы фу = Р’(и) 4и мы предполагали, 
что функщя Е’(и) непрерывна. Но можно освободиться оть этого 
допущены. Если Ах будеть пробъгать рядъ значешй Р,, 2., Вь,..., 
имфющй предфдомъ нуль (всЪ р, не равны нулю), то Аи будеть 
пробъгать рядъ значешй А: [,, й,...., при чемъ 

ниБемъ 

ь ль -донь Е —®. 
и потому пред. {, = 0. 

При этомъ возможны слфдующе случаи: 

1. Въ ряду й,, №, Ё;,... сушествуегь лишь конечное 
число не исчезающихь членовъ. 

2. Рядъ #1, #,, й;.... содержить неограниченное число 
не исчезающихъ членовъ. 

Такъ какъ зъ первомъ случаЪ „почти вс5“ {, равны нулю. 
то то же вёрно и для отноменй 

ЕЕ -Иед Ри--ь — Ев. 
ры в. 

Поэтому наврное 

пред. в 9 — цао 

Ки Ь) — Ра 
В. 

Во второмъ случа$. опуская въ ряду Ён, Ё., у... нсчезаюцце 
члены, получаемъ рядъ жи. %. х.,...; пусть 6, д;. д,.... будуть 

пред. =0 = Е\щГ(х). 

соотафтствующе члены зъ ряду Р,, В, В,,..- Въ такомъ случаЪ 

Ни к.) Е) _ Вир) — Е®) м 
$, Хы 8» 

Ки — Ви) Га — До 
2% у д, у 

з- 



68 |. ДИФФЕРЕНЦЫТАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ, 

и такъ какъ пред. 6, == 0, пред. х, = 0*), то 

Ри Е — 2 _ пред. Вр 8). 

Если въ ряду А,, А», , ... существуеть лишь конечное число 

исчезающихъ членовъ, то также 

Еж) — 
д. Е Ри -Е@) — Рчиул оз. 

Если ме, напротивь того, исчезающе члены ряда №, №, №, 
образуютъ рядъй:, Я, Хз ..., членамъ котораго въ ряду #., вх, №, 
соотвЁтствують члены б,, б:, 5,,..., то отношенй 

еб) Ао „ Еж 
5, 

равны нулю. Поэтому 

Де — 1 
д, 

Визе) — 

пред. = =0 

пред. оо). 

Итакъ, находимъ, что Р(и)’(х) есть предфлъ, какъ въ томъ 
случа\, когда |» пробыгаеть рядъ значешй д,, 6,. бз...., такъ и 
въ томъ, когда р, принимаеть значеня 6;, 6,, 6:,... 

Но отсюда вытекаеть, что 5*) 

“) — В Рио. 

$ 33. Примфры. 

фу ео) — г Родцх. 

*) Ср. замьчаня въ конц $ И. 

ы + Такимь образомь пре. РЕ Ва 
- = Ра "ей, когда В, 

проходить черезь значены д, д, 4... Согласно замфчащямь въ кониь 
$ П1, лая поднаго доказательства теоремы достаточно показать, что это ра- 
венство ниегь мЪсто, когда Ё, проходить черезь значенёя БВ», 6,„..., ве 
заключаюнцяся въ ряду 4,0, д», ..., Н Когда При томь число такихь значе 4, 
неограниченно; это и слфлано въ сафлующихь строкахь текста. рим. ред. 

**) Сы. замъчаяя въ конць $ 1. 
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2. #" (к > бин — любое число) можеть быть написано такъ: 
д" = вая», 

Согласно № 1, 

ее ов) = ре" 4, 
пли 

Ч" == их"-1фх. 

3. = 108/2)), /(@® > 0. 

‚= Л д. 
4 — Ув — уе) 4 

Такъ, напримфръ, 

Фот == со Их, (мл > 09) 
Фюрсовх — — Щл Цх. (вх > 0) 

24х 
2х, {=> 0) 

4х 24: 
ФИовсох = — Эсох = ща ©0209 

4. ха юв («ИГ Я). 

4х УЕ — 
Чу == -. 

- ха 
Согласно № 2, 

ЧУТ- 

Окончательно имвемъ: 

$ 34. Обращене непрерывной функвзи. 

Пусть функщя у = /(х) будеть непрерывна повсюлу въ 

интервал (а, $), включая и концы 4 и Б. Попытаемся построить 
обратную ей функцую, т. е. станемъ разсматривать х, какъ функцию 

оть у. Для того, чтобы это было возможно, требуется, чтобы 



79 ||. ДИФФЕРЕНЫТАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 

функшя принимала каждое значен!е не больше одного 
раза; иначе нёкоторому значению у соотвфтствовало бы нЪсколько 

значенй х, что противорфчить данному нами опредфденно поняты 
с функшыи (согласно которому каждому значению независимой пере- 

мЪнной отвЪчаетъ только одно значеше функий). 
Итакъ, если си С, суть два различныхъ значевы въ про- 

межуткВ (4, 5), то всегда значеше /(с) == /(с,). Выберемъ теперь 
въ интервал (4, 5) три любыхъ значеня х,, х;, х,, находящихся 
между собой въ соотноменн: 

м «м, 

такъ что х, лежитъ между х;, и х.. Можно показать, что въ такомъ 
случаЪ и значеще /(х,) заключается между Дж) и (хз). Дфйстви- 

тельно, если бы значеше Д(х.) палало внф интервала (Их, ), /(з)), 
то существовало бы нЪкоторое значеше С, ‘которое могло бы на- 

ходиться какъ между (хи) и Г(ха), такь и между / (ть) и Гб) *). 
Такъ какъ функны /(х) непрерывна, то она должна была бы при- 
нять это значене С для ныкотораго значены с (переиънной х} между 
хи х., а также пля значешя с, перемфиной х между х, их, 

(ср. $ 30). Такимъ образомъ, мы ныфли бы /(с} = Де) ис. 
о  Изъ вышеизложенныхь разсуждешй вытекаеть, что функшя 

Ло.) съ возрастащемь х оть @ ло Ь либо постоянно возрастаетъ, 
либо постоянно убываетъ. Для опредфленности будемъ предполагать, 
что функц /(х) съ увеличешемъ х постоянно возрастаетъ *). 

Легко убЪлиться въ томъ, что для подобной функши можно 
построить обратную. 1 == /(4) есть наименьшее, а В) — 
нанбольшее значене функщи /(х), и всякое число С между Чи В 
есть также нёкоторое значене функши (согласно $ 30). Значены /(х) 
заполняютъ, такимъ образомъ, весь интервалъ (.4, В). Велфястве 
того, что функшя принимаеть каждое значене линь одинъ разъ, 

каждому значению у интервала (.4, В) отвфчаеть одно н только 
одно значеше х интервала (4, $) и притомъ такъ, что у==/(х). Въ 
интервале (1, В) перемфнная х есть, такимъ образомъ, нфкоторая 
функны оть у: 

х $0). 

*) Такъ, иапринфръ, если /(х4) < /(5з) < Хх), то всякое чисао С, содер. 
жащееся между Лх,} и Дх,), содержится также между Д(х,} и Гб). Пим. д. 

*) Если съ увезичещемь х функшя /(х) убываеть, то мы будемь рав- 
сматривать функшю — 75). 
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Эту функшю называють обращенемъ (обратной функщшей) 
функщи у = 9) *). Съ возрастащень у значеше ф(у), очевидно, 
постоянно возрастаеть. Далфе, функшя $(у) въ интерваль (4, В) не- 
прерывна. ДЪиствительно, если въ этомъ интерваль имфемъ рядъ 7,, }*, 
3з,...› стремяицйся къ у, если, сверхъ того, вс члены этого ряда больше 
(меныше), чёмь т **), и при этомъ х == (9), х, == ф(у»), то необ- 
ходимо пред. х„ = х. Прежде всего всЪ значешя х„ суть числа, болышя 
{мены}, чфмъ х. Если бы существовало 
неограниченное число значенй х„, боль- 
шихъ,чфмъ х-- г (меньшикь, чёмъ х— 2), 
то соотвЪтствуюция значешя у, были бы р, 

больше, чфмъ Дх--& (меньше, чфмъ 
Их — 8)), что противорфчить предполо- 
женйю пред, у == у == Дл). 5 

Фигура 12 нмфеть шьлью дать а- | .- 
тлядное изображеше связи между объими 
функшями у == дих = 96). ОХ=х эт. в. 
и ОГ=;. Если точка Х движется по осн х-овЪ вЪ положитель- 
вомь вапревлени отъ Л» до Х, (ОХ, =а, ОХ, =}, то точка У 
перемфщается въ положительномъ направленй! по оси у-овъ оть У, 
до У, (ОР, = 4, ОУ, = В} и наобороть. Геометрически обра- 
щен!е функш!и своднтся къ измЪнентю ролей обЪихъ коор- 

ь 

динатныхъ осей. 
Замфчаше. Если функшя /.х) имфеть повсюду между пи В 

положительную производную, то }(х) возрастаеть съ возрасташемъ 
перемённой хоть п до }. Въ самом дЬЛЪ, изъ соотномены 

Лем =е- 0<7<1 
вытекаеть, что для значены }>>0 всегда выполняется неравенство 
ЛЕНИ Дю >60. 

Это утверждеше остается въ сил и въ тЬхъ случаяхъ, когда 
въ конечномъ числ точекъ производная равна нулю или даже 
совсёыъ не существует. Если, напримбръ, /"{6) =0. а«с<Ь, 
но за исключешемь этого значеня повсюду внутри интервала (4, $) 
выполняется неравенство /"(х) >> 0, то /(х} воврастаеть съ увели- 
чешемъ хоть 2 досн оть с до 6. 

*) Точно такъ же функшя у ==/{®) есть обращеще фунаци х = 94). 
**) Достаточно разсмотрть такого рода рады, 
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Когда /’(х) < 0, то функшя Дл) убываеть. 
Если функщи /(х) постоянно увеличивается съ возрасташемь 

х оть 4 ло В, то она нигдф въ интервалЪ (а, 5} не можеть ныть 

отрицательной производной. Именно, для В > 0 выполняется не- 

о, 
равенство 

эк 

Но отрицательная величина не можеть служить предфдомъ 

положительнаго ряда чиселъь. Поэтому должно удовлетвореться не- 

равенство /"(х) = 0, если производная /*(х) существуетъ. Точно такъ, 
же должно выполняться неравенство /*(х) 5 0, если /(х) убываеть 
съ возрастащень х и если /(х) сушествуеть, 

$ 35. Примфры. 

= иметь обратную функшю х = юЕу. 
зпх есть функиы непрерывная и постоянно возраста- 

ющая (оть —1 до 1) ири увеличен х оть - > до 5. Сльдо- 

вательно, обретная фувкця х =$(у} непрерывна въ интервал 

{—1, 1 и возрастаеть съ увеличещемъ у. Ясно, что ф(у) = агсяту. 
По отношенно къ функщи 

зах (-==-=2) 

обратной функщей является агс\е у. 
Функшя, обратная функши у == созх (0 3х 5 д), есть агссозу. 
У=соы (0х5 л) имветь обратную функцию агс сой у. 
Такимъ образомъ круговыя функши суть функщи, 

обратныя тригонометрическимъ. 

3. Фувкиы у = д", гдЬ т есть одно изъ чисель 1,3,5,..., 
ннЪеть въ любомъ интервал (а, $) обратную функцио, потому 

что производная у’ — тх”-! (т —1 есть четное число). оставаясь 
положительной, исчезаеть только для значення х=—0. Обратной 

функшей является функшя У. 

Если т есть одно изъ чиселъ 2, 4,6,..., то функшя уз х” 
имфетъ обратную функыйю не въ каждомъ интервалб, а только въ 

такомъ, который не заключаеть значены 0. Въ интерваль (0, оо} 
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: 
обратной фувкщей служить функщи х==-- м”, въ интерваль же В 
(0, — 00} — функцы х = — у”. 

$ 36. Дифференциронаяе обратныхъ функойй. 

Положимъ, что функшы у — /(и) непрерывна для значений 
ах = и постоянно возрастаеть съ увеличешемь х огь 4 до р. 

Пусть, сверхъ того, всюду въ интервал (а, #) производная 
`РОд существуеть и вигдЬ не обрашается въ 0). 

Если у есть ифкоторое постоянное число, а у--Ё нёкоторое 
число между Чи В, и если, далфе, х = (у) их-- = (»--®), то 

ФО _ __ 
Е ЕР Ла 

и такъ какъ & стремится къ нулю вмфстб съ р, то 

ФЕВ — 909) _ 1 

ь- Е о’ 
Обратная функшя имфетъ, такимъ образомъ, повсюду между 

Аи В производную ф'(у) и 

ты 
Доказавъ сушествоване производной $’(у}, можно для дЪй- 

ствительнаго вычислешя этой функым воспользоваться правиломъ. 

указаннымь въ $ 32. По этому правилу дифференшаль функни 
= Д>®) всегда выражается равенствомъ 

ду = у) 4х, 

безразлично, считаемъ ли мы независимой перемфнной х или }. Взявъ 

_У за независимую перемфиную, получимъ изъ этого равенства: 

4 _ 
ры 

Съ геометрической точки зрёшя это соотнонеше между фун- 
кщями /^(х) и 9'(4') есть нфчто очевидное (ср. фиг. 12). Функим 

*) Согласно затаню въ кони 5 34, функшя Л) при такомь усло- 
вы всегда бываеть положительной. 
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ЕЁ и Ф(5) суть угловые коэффишенты касательной къ кривой 

въ точкь Р, и притомъ {’(х) по отношению къ оси х-овъ, $'(у) по 
отношенно къ оси у-овъ. Отсюда видно, что функ эти взаимно- 
обратны (какъ соЁф и 8 у). 

$ 37. Дифферевцироваие мруговыхь фуннязй. 

1. Функшя 

у=асзтх 

имфетъ обратную функшю х = эпу. Для значей -1<х <! 

9х = с0зуйу 
и 

__ 
— <08у 

такимъ образомъ, 

: 4х 
Фаст = =... 

1—4 

Раликалъ нужно брать со знакомъ —--, такъ какъ (по опредфленйо 

: я л 
агсзй) значешя у лежать между — зи 1-3 и, слЬдовательно, 

выполняется неравенство со5у >> 0. 

2. Для функши 

№ == 21с 08 Х 

обратной Функшей будеть л == сову. Для значенй —1<л < 1 

4х = — эту, 
я 

4 =— 4х , зу 
поэтому 

4х 
Чагс сов х = —еы. 

Ут — 3 

Здьсь также нужно взять положительное значеше радикала, 
потому что (по опредленйо агссозх) значешя у лежать между 0 
И Л и, слЪдовательно, выполняется неравенство за у > 0. 

3. Фувкщя 
4-= асшх 
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ниветь обратную функщю х == у. Для каждаго значены х суще- 

ствуеть равенство (ср. стр. 58) 

4х = п - в) 4; 
слЪдовательно, 

т и 

т. е. 
4х 

дис вх = тя 

4. Функция 

д = ассох 

имфеть обратную функшю х == софу. Для каждаго значея х удо- 

влетворается равенство (ср. стр. 58) 

дх= (1 - в 4, 
такъ что 

фагс сх = 
4х 

Тм" 

$ 38. Дифферевцировае степенныхь рядовъ. 

Степенной рядъ 4, - @:х -|- а." —..., рашусъ сходимости 

котораго не равень нулю, представляеть собой внутри интервала 

сходимости нЪкоторую функшю К(х). Попытаемся теперь найти 
производную функщи 

Их) = в вх вам — 
Если бы „почти всф“ коэффищенты были нулями и, слЪдо- 

вательно, функшя {(х) представляла бы цьлую равональную фун- 
кю, то мы имфли бы 

® = ая Е Зам. 

Докажемъ, что эта формула всегда справеллива. Сначала 
докажемъ слЪдующее предложеше: 

Степенной рядъ 

а, 24,х -Ё За, --.. 
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имъетъ тотъ же рад1усъ сходимости, что и рядъ 

вах м... 

Если х есть любое значеше внутри интервала сходимости 

ряда в а:х — а. —..., то можно выбрать внутри этого 
интервала значене х,, удовлетворяющее неравенству | х <! х.!. 

Намъ извфстно (ср. стр. 45}. что числа 4„х.", равно какъ и числа 
а» х"-\, могуть быть заключены въ конечный интервалъ {— (, (5), 
такъ что ах"! | < (С. Но 

слфдовательно, 

пах «С. пеь (= :) 

Такъ какъ |4: < 1, то рядъ (ср. стр. 48) 

1-29 3--... 

сходится, а потому сходится н рядъ 

1441-- 20х — 3а:м +... 

Если х есть нфкоторое значене внутри интервала сходимости 

ряда д: — 2а:х -- 34:5 -..., то рядъ 

а 2х|-- Зам 

скоднтся а, слЪдовательно, сходится и рядъ пах! --2 ах. — 
3 &;*!——... и т6мь болфе рядъ [ав -- их — @:^м —... 

Рядъ 2.14, —3.24:х —4.34.^-...., получаемый изъ 

рада а, --2а,х = 34,4? 1... тЬмь же способомъ*), что и этоть 
послЬднй изъ 4, — их — а, д° --..., имфеть тотъ же интерваль 
скодимости, что и рялъ 4, — 4х — а, -——... То же справедливо 

и для ряда 3.2.14, 4.3.24, х — 5.4.34, —... ит. д. 
Пусть, какъ и до сихъ поръ, х и х, будуть значеня внутри 

нитервала сходимости ряда &--1,х-- а: --... и положимъ, что 

!:<|[2.. Пюдь $ мы будемъ разумфть величину, стремящуюся 

=) А именно, путемъ почленнаго дифференцированы. 
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къ нулю, но отличную оть него, и лопустимъ*), что выполняется 

неравенство х--р, < хь!. Въ Чакомъ случа имфемъ: 

В - Л и) ъ а +ь@ вы 
‚ 

+. 
Вычтя отсюда выражене 

9) = в + 24х- за +... 
получимъ 

Пе о в, | 

Че 
По теоремф о среднемъ значенйт 

е+ =иыЬ-, 

при чем $, заключается между х и х--}. Отсюда вытекаетъ. что 

Е Е 2” па ых, 

По теоремф о среднемь значени имъемъ, далъе, 

Бри, - и 9, 

Въ окончательномъ результать 

ых 
р 

вмфстЬ съ тмъ 

пня — ПРЕ, — 3); 

" — ры р нап зе, 

”) Допушен это вазможнб, ибо пред. $ —0. 
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лакъ какъ 
к жи &-х:<1В|. 

Но теперь мы можемъ написать *); 

1 _ [Ака а обо | < @-а 143.2 вы --.. 
| 

Отсюда вытекаеть, что 

ево _ _ 
пре 99| 0 

или 

пред. ты рел, = ($); сльдовательно, 4(%) = /). )— > 
$ 

Такниъ образомъ стеленной рядъ 4-0: -- 4,41 --... 
имъетъ всюду внутри интервала сходимости производную 
а, | 2а,х |- За:х?--..., которая получается путемъ по- 
членнаго дифференцированя ряда а, ах ам |... 

$ 39. Прихоженя. 

Вычиспете ногариемовъ. 

Допустимь, что х|<\1. Функция 

1 = --») 

иметь производную **) 

1 к) = =1— А Рыо=рруятх я... бр. ар. 36). 

Но этоть степенной рядъ есть производная ряда 

хм? яя, В =. 

Поэтому 

Р® =ЛО, т. * (Ее) — Ку =0. 

*) Для абсолютно схолящагося ряда величина и, --н, --...1 меньше, 
чвыъ сумма | м] --|м,| +... или равна ей. 

**) По теорем® о дифференцировани сложной фунащи. 
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Отсюда сллуеть (р. стр. 64), что 

Вед — Л == 
(с — постоянная величина), Но въ виду равенствь [(0) = /(0) =0 
находимъ, что с = 0. ВыъстЬ съ тёмъ ЁР(х) == {(х); поэтому 

хм, м мото... (|< 0 

Такъ какъ | х| < Ь 10 мы можемь замфнить въ этомъ ряду х 
ва —х. Такимъ путем получаемъ 

ЗЕЕ юи-м=-т—&— *—... 

Вычтя одинь рядъ изъ другого, найдемъ для выражены 

1 4 05а -- 2) — №51 — =) = ЕЕ 

формулу 

(ея +..). (и <о 

Ясно, что въ ней можно положить 

1 
Я Зи 1’ 

если и есть одно изъ чнсель 1, 2, 3,... Но въ такомь случаЪ 

1х _ 28-2 и 
и во 

и мы находимъ: 

1 | "И 
08 (и-- 1) пов т Рея Эн } 

При п=1 эта формула даеть 
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2 11, ат 
ы (+ э+- Ната), 

= --&, 

2 1 : 
® Зе (+3 Фа 

слфдовательно, 

т 

& Зато" 

Отсюда легко вычислить 052 съ какой угодно точностью. 
Для п-==4 наша формула даеть: 

1 } 1 Й ОИ 1055 — ю54 (3 Га Гоа ...). 

Такимь образомъ, 
2 | т 

об — 2 52-9 (1 Нун: ..). 

Отсюда можно вычислить 1085 съ заданной степенью точности. 

Мы можемъ вычнелить, какъ угодно точно, и 1052 -- 025 — 106 10, 
к модуль (ср. стр. 57) обыкновенныхь логариемовъ (т. е. лога- 

риемовъ, взятыхь при основаши 10) 

1 а: М-ва. 7 

Умноживъ формулу лля Ю#(н--1)— Юри на М и написавь для 

краткости Гор вмфсто ЮБо, найдемъ, что 

( 1 1 1 ‚ | 
Зи -рт авт). 

Съ помощью этой формулы можно вычислить таблицу логарно- 

мовъ. Если желаемъ найти логариемы пЬлыхь чисель оть 1 

тов (и 1) — №05 

2м 

=) М выражается чнсломь 04342044819... 
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до 10, то достаточно вычислить логариемы пятизначныхь чисель 

А 13000 (еакь какь, ваприиврь, 10518 — 05 р = — 3 +1 13000). 

Такимъ образомъ, въ предыдущей формулЪ и > 10%. Положивъ 

То8 (п-- 1) — 1081 = 

н принимая во внимаше, что 2М < 1, имфемъ: 

1 (: ИИ ИИ 
ет” @я- 8. ЗЗВи-» 

_ ея 
—_ = ме’ 

Я а 

а такъ какъ 

1 1 

На Ре 

то 
5 1 < 1 < 1 

„< 121—111) 2418 © 1089° 

Зная, такнмъ образомъ, [ор п (какъ это имфеть наприм8ръ, 

М 

мъсто при # = 10*), найдемъ, что 

2 
Тов (и -- 1] = 0, — 5 

съ ошибкой, которая меньше одной единицы тринадцатаго 
десятичнаго знака. 

Нахондеве числа л, 

Пусть опять будеть х!< 1. Функшя 

ф®) = а<&х 
имзеть производную 

. 1 
хо тгя= 1—2 --х 

Но этотъ степенной радъ есть производная оть функши 

2% 
Фи ха - 

Поэтому 
(=): 

Ковалевск!В. Истиедоще бозжонечко малыхь. 



82 И. ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 

слфдовательно, 
Ф(х) — 9) = 

Но с равно нулю, ибо Ф(0) =0иф(0) = ; поэтому 

(< 0 

Положивъ *} 

находимъ, что для значенй 0 < х, < 1 выражеше 

5 ... 
1 1-м 

;— ас вм, 1 Хи — — 

средставляеть собой знакоперемфнный рялъ, нъ которомъ абсолютныя 
значешы членовъ образують убывающй рядъ. Въ самомъ дьлЪ, по- 
ложивъ /(л) ==?" Н, 9(л) = х?”—1*), ны на основанйг обобщенной 
теоремы о среднемъ значеши, доказанной въ $ 31, находимъ: 

20—12 „9-1 
2—1 3 т’ 

потому что д, «ЕЁ, < 1. Отсюда же слфдуеть, что 

1— 
5 

а Нд 
1 #1 

Но мы знаемь, что въ знакоперемённомъ ряду такого рода частныя 
суммы съ нечетными указателями прелставляють числа ббльшя, а 
сь четными указателями — числа, меньши, чёмъ сумма ряда. Поэтому 

аа, ОТ. 

Станемъ измфнять х„ такъ, чтобы эта величина стремилась къ 1 

{оставаясь постоянно меньше 1); тогда найдемъ, что 

*) Рядъ этоть сходится (ср. стр. 36, № 2}. 
*) Требонаще, чтобы удовлетворялось неравенство &%9 220, вы- 

поаняется. 
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пред. (5 — аси х,) = 0 

пред. атс4ех» == ас 1 = 5. 

Этимъ доказано, что наша формула для агсшлх вфрна и при х==1*). 

Такъ какь асы 1 == 

л 
Это рядъ Лейбница дая -›. Однако, для вычислени л рядь 

этотъ очень мало пригоденъ. 
Удобнфе всего вычислять л, пользуясь слфдующими сообра- 

женями. 

Изъ формулъ для с0$ (ф; = 4.) и эп (ф, Еф») вытекаеть, что 

ВФ, 
1 Вр Еф, ($ 

1 
Если же &ф = 5: по этой формул 

Отсюда 

Ба 1 Чу та р. 

Сь другой стороны, ф — агс и потому 5. 

т 1 О 

*) Подобнымь же образомъ можно показать, что формула для №8 (1 -- 

справедлива также пря х = 1, и, сбловательно, 052 = 1 + т-++.. 
“ 
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1 + 1 

289 3.2898 5.239 7 

По этой формул л было вычислено съ 707 десятичными 
знаками. Существуеть слфдующее французское четверостнийе, съ 

помошью котораго можно запомнить первыя 30 цифръ числа д. 

Оше Г анше & йе арргепате ип пошёте иШе ах завез! 
типонеГ Алебниёде, аие тиеащеит, 
Си} 4е ‘оп икетегй реш риег а уаеши! 

. Роцг тю юр реоБёие ецЁ Че рагейз ауапааев. 
Замвнивъ каждое слово числомъ буквъ, которымн оно запи- 

‹сано, получимъ первыя 31 цифру числа 2%; послЪ первой изъ нихъ 

стоить запятая; такимь образомъ: 

л-—3, 141592653589793238462643383279... 

Бином‘альный радъ. 

Предварительно сдвлаемъ слёдующее замъчане: 

Если два степенныхь ряда сходятся для значейй |х|<ои 
ныфють одну и ту же сумму, то они тождественны. Въ самомъ д®лЪ, 

если для значенй |х| < о 

а, ах а д... 

тои (ср. $ 38) 

а, -- 2а,х Зал"... х 2х 
Это равенство можно вновь дифференцировать и т. д. Положивъ 
везд х-=0, найдемъ, что вообще 4, = В. 

Пусть, кромф того, т будеть цфлымъ положительнымъ числомъ. 

Выполнивъ умножеше въ равенств% 

их атха-у.. (+2), 
получимъ результат такого вида: 

хм = Трах -- б-р ся? 

Дифференцируя, находимъ: 

т с, 26,х -- Зала —| 

*} Каждое изъ чисель сиу, сыро» >, Равно нужно, 
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Умноживъ об части на | х, имфемъ: 

тя = Эк Вся 
ах ам -.. 

Съ другой же стороны, 

тех" = т тс х тоя... 

Отсюда слъдуеть, что 

а=т, 20 =(т — Пе, 3 = (т —2)еь,...; 

поэтому 

т ти —1 тт — 1) (т—2 
=, &= о. ь =" ый ,,... 

Выражене 

НО ИВ аз.) 
обыкновенно обозначаюгь черезъ (+), или (т), *). 

По предыдущему ныъемъ такимъ образомъ: 

а =1 (1) = : (:)- +...) 

Эта формула называется формулой бинома для цфлаго 
положительнаго показателя, 

Намъ извфстно, что для значенй | х: < 1 существуеть равенство 

"_ 
1х 

Такъ какъ притомъ 

( ес» 

Ирма янм.... 

1 =1, 2 ... * т # @=Ь 2.3... 

+ момыю написать 
„1 {1 анна )=+(>')= =... 

*) Этим обозначежемь пользуются и вЪ тОМЪ сяучдЬ, когда из есть не 
вое положительное, а какое угодно число. 

**) Радь обрывается, такъ какъ (ий, нсчезаеть для значени #_> ж, 
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Формула бинома окавывается, такимъ образомъ, вфрной (въ прел- 
положены, что | х] < 1) и лля показателя — 1. 

Булдемъ теперь искать степенной рядъ, который, будучи умио- 
женъ самъ на себя, даль бы 1-х внутри интервала сходимости рада, 
Первый членъ такого ряда, очевидно, равенъ -|-1. Можно допустить, 
что оиъ равенъ 1 *). Въ такомъ случаф степенной рядъ ныфеть видъ 

тя ай... 
и внутри его интервала сходимости должно удовлетворяться равенство 

пах а -.. а ах Ра --...) = 1-х. 

Дифференцируя, получимъ: 

21-х ая...) (а, -— 2а:х-- Заз -—-.. 

По умноженыи обЪихъ частей на 1 --а,х-Г ах’ —_..., нифемъ: 

2-х) (а, 2х Г Заз а-я а ..., 

т.е. 

ар Е адя- ба, ад... а-ая-на,е +... 
Откуда вытекаеть, что 

то 
1 

а=5. 24% ( 

слъловательно, 

Въ виду того, что выражеше 

__ их" 
@»— 

страмится къ предфлу —х, степенной радъ 

1 1 

в (2). (3) *^. 
Г (а) > = 2)... 

*) Въ противномь случаф умножаемь рядъ на —1. 
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нмфеть ращусь сходимости 1 (ср. стр. 39). Положивъ, 

т 1 : 
9 =1 +(#)-=@). =. (4. < 1<х<0 

имфемъ, по предыдущему, 

2х) а - х) = Ах 
3 

или, разаёливъ на 2 (1-1): 

ау лоне ню : в, 2х 
т. е, 

( Ла ) =0. 

и 
сльдовательно, , 

Дод +в 8. 
Постоянная величина с равна 1, потому что для-х == 0 какъ фун- 

кщя /(х), такъ и функий (1 ай, равна 1. Такимъ образомъ, 

т И (5): 

155 <10. 
В 

Формула бинома вфрна поэтому и для показателя з, но 

только для значен  :х:<.\1, а не для значенй :х > 1. 
Пусть м будеть произвольное число, отличное оть чиселъ 

0, 1,2, 3,... Мы ишемь стелевной рядъ, который для значенй 
15] < Г равень (1-2 д}*. Онъ иметь видъ 1-Е... 
и мы требуемъ, чтобы для: х: <. 1 удовлетворялось равенство 

Нл вм... а- 

Дифференцируя, получимъ *); 

Ех З.В ху". 

=) Ср. правизо дифференцированя въ № 2 $ 33. 
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По умножениг обёикь частей на 1. х, найдемъ: 

ах, 26 -- 36-й я Ь8-...) 

Отсюда слЪдуетъ, что 

1 —и 
такъ что выражеше ь — х стремится къ —х, и 

степенной ряль 

нызетъ радрусъ сходнмости 1. Положивъ 

9) —1 + (*): = (=) -.-- (-1<<) 

имЪъемъ, но предыдущему, 

а 6) = ие@). 

или, умножая на (1 -:- ху"-Е и дфля на (1-- х)*", 

ао ва 0, ат 

такниъ образомъ, 
уф =са- хи. 

Но постоянная с равна 1, потому что обф функщи у (х) и (1--х)" 
равны | для значены х =0. Велёдств этого 

анна (1) == (#)а+... 

{—1<;< 1. 

Итакъ, формула бинома справедлива для всякаго показа- 

теля, когда |х| < 1. 
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$ 40. Производныя и дибференщалы высшахъ порядновъ. 

Допустимъ, что функшя /(х) имЪеть повсюду въ нитерваль 
(а, Ь) производную /’(). Можеть случиться, что функиы /"(х) 
иметь, въ свою очерель, производную въ интервал (а, 2). Послл- 
нюю обозначають символомъ /"(х) и называють второй произ- 

водной функши /(«). Если функшя /"(х) имЪъеть въ интервал 
(а, ) производную, то ее обозначають символомъ ]’” (х) и называють 
третьей производной функц /(х) и т. д. Такимъ образомъ, 

по. Ч оро ры, 
или ° 

4 =Г дах, ара =Р'ах, ар о = р дах,... 

Когда х есть независимая перемфнная, то {х разсматри- 

вають въ дифференшальномь исчислеши, какъ величину, совер- 
шенно не зависяшую отъ х. Сь этой точки зрёны дифферен- 
шаль функши 4х) есть 

Чаю = арх). 4х = р дд. 

Дифференщалъ этого послфдняго выражешя 

ааа) = 4). фе = ред 
итд. Выьсто 4476), 444Го),... пишуть 

@ Их), Их...“ 

и называють эти величины 2.мъ, З-мъ,,.. лифференщаломъ фун- 
ки /(х). Поэтому я-ый дифференшаль функщи связань съ 
п-ой ея производной сльдующимь соотношешемъ: 

4") = №94. 
Отсюда 

ла = 

т.е. И-ая производная функши /(х) равна и-му дифференщалу 

функши /(х), дьленному на п-ую степень 4х. 

*) Читають такъ: # второе оть 6), 4 третье оть Дб... 
+3) Вывсть (45)° пишугь для краткости 4х". 
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Допустимъ, что у == Ё(м) есть функшя отъ и въ интервалЪ 
(а, В) (какъ въ $ 32); пусть, далье, и — /(%) представляеть н%ко- 
торую функшю отъ х въ интервал (а, $}, значены которой лежать 
въ интервал® (а, 8). Въ такомъ случаЪ можо равсматривать у также, 
какъ функшю отъ я, а именно у == Е(Кз)). Вычислимъ послЪдо- 
вательные дифференщалы этой функий. Мы предполагаем суще- 
ствовае производных 

Е, Г”, ... 
повсюду въ интервал (а, В) и производныхь 

ро, Г'® ... 

повсюду въ интерваль (а, $), т. е. мы допускаемъ, что существують 
всЪ производныя различныхъ порядковъ, которыя входятъ въ нами 

формулы. 
Прежде всего (согласно $ 32) имЪемъ: 

4у = Е (маи. 

Отсюда (по правилу дифференцированы произведен), получаемъ 

Ру аР'(и) Чи Рф 

а такъ какъ, согласно $ 82, 

аЕР(и) = Е’ш4и, 
то 

фу — Рид аш — Р(ифи. 

Далфе мы находимъ, что 

фу = Е”шуаш -- ЗЕ’ на нфи — Рафи 
итд 

Только первая изъ этихъ формулъ, т. е. формула 

Чу — Е’@04и, инфетъ такой видъ, какъ если бы перемфн- 
ная и была независимой перемфнной. Но существуеть одинъ 

частный случай, когда вс эти формулы выражаются такимь же 
образомъ. А именно, когда и — дх и (Аи в постоянный вели- 
чины и 120), то 4и = А4х; слъдовательно, 

Фи = 0, ви = 0,.,., 
такъ что вообще 

фу = Роша 
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Ее{и) == и. 

Въ общемъ же случаЪ, прин > 1, Е®(и) отнюдь не равно 
Чу, дфленному на 4". 

$ 41. Приифры. 

1. Мы видфли (въ $ 29), что 

‚ (6054) = ©03 (+ 2}; (тх)' = за (= 

поэтому 

(вих)” = п (:-—2 =). {с05)" == с05 {. +2 =) 

и вообще 

бтх) = эт (: в и ). (<054)69 — 05 (. я 1) . 

2. Мы знаемъ, что (=) = =. Сльдовательно, 

(=) 

Функщя г* обладаеть, такимъ образомъ, особымъ свойствомъ: всь 
ея произволныя равны ей самой, 

3. Допустимъ, что рялъ 

==. 

въ — с — к) с — т... 
сходится, когла |х—х, «о. Если назовемъ сумму его черезъ /(х), 

то (ср. $ 38) для значений х внутри интервала (хе — 0, хо -2- 0) 
выполняются равенства: 

Да) = со сих — хо) (к — т ..., 

Род = в --2е(х — ж) > Зе — ют. 

р = 2-3 ея — ж) 4-36 (х — 2) 

2" = 3.26 44.3 20х —ж)-- 5.4, Зе ж Н..., 

Отсюда вытекаеть, что 

[2 Гея ... 65 = Дж). < == И +! * 2! 
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Такимъ образомъ, при | х— ж: «о имЪемъ: 

дот ред АХ у 

Аир... 

$ 42. Теерема Тэйпора. 

Предположныъ, что функщя Е(х) ныфеть въ интервал (д, 5} 
производныя 

Р(я), Е")... ‚ Е): 
пусть хо и х, будуть два числа, принадлежащия интервалу (а, 5). 
Поставимъ вопросъ, съ какой точностью величина Р(л,) можеть 
быть выражена черезъ 

— Ш ву 
о Е И Ред. О ре, 

Мы займемся, слфдовательно, разностью 

В» — Ро) — Ед) — "еж 

в Бь- (хр. 
и— 

Положивь 

Ф(х) =Ес)— ЕЯ р — 

д" ры _ © Е ве, 

найдемъ, что Ф(хь) = В» и Ф(х,) == 0. Въ силу нашихь предпо- 
ложенй функщя Ф(х) ныфеть производную въ интерваль (4, 5), 
а именно: 

Ф®=— о Ед. 

Примфкимъ теперь обобщенную теорему о среднемъ значеши 

{$ 31) кь двумь функщямь Ф(х) и 

Ч) = и — 2% 
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(ф есть цыое положительное число). Въ силу этой теоремы *) 

Фо 
25’ се и и 

“ =®= У? ее 

= Евр 29. 
Отсюда, положивъ 

Ем + 9, — 5), 

В 
— - Ро, а, — хо), 

найдемъ, что 

при чемъ 9 заключается между би 1. 
Мы можемъ, такинъ образомъ, формулировать слёдующую 

теорему: Если функшя ЁР(х) нмъетъ п производныхъ въ ин- 
терваль (4,5) н числа хнх-|-Р принадлежать этому интер- 
валу, то справедлива формула **) 

ЕЙ ил 
Ре в = Ред „Ре Е... 

ом а 
Ра-и Е" К (х) р К», 

ь й И к. — ее Ве -- 95. 

НЯри этомъ р есть произвольное цфлое положительное 

число и6 81". 
Если взять р = {х, то формула приметъ видъ 

РЕ | Гы) Ее ах) = Ев) ЕК м... те - В. 

Ч ю<а<ь В Ук РЕ о». <2< 

Символь { "Р@)| „+94 означаеть, что нужно найти &4"Р(х), а 
потомь замфнить въ немъ х на х- 82. 

) ВсЬ усвовы теоремы выполняются. 
**) Ее называють формузой Тэйлора (Тау) 
2) Сльдуеть замфтить, что ® зависить оть х. м, р и оть функши Е. 

Прем. ред. 
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Положивъ Е(=) = уи Е(х -- 4%) — Ех) = №» можно нашу 
формулу записать короче. Она тогда принимаеть слфдующЁ видъ: 

ФУ и а» 
ия Ратье #— 1 

0<9<и 

(Рун 

Для р == в имъемъ: 

4; Фу у ине. 
РР Растет ТИ 

для р = 

4; гу а, 
ИРИ Таити фт. 

Числа $ и # оба заключаются между 0 и 1. 

$ 43. Рядъ Тэйлора. 

Если функщя Е(х) имЪеть въ интерваль (а, Р) производныя 

всьхъ порядковъ н значены х и х--} лежать въ интервал (а, р), 
70 можеть случиться, что въ формулЪ Тэйлора 

пред. К, = 0. 

Въ такомъ случаф имфемь (ср. $ 17): 

. . ГИ В 
Ее ЕО ПР РФ... 

Правую часть этой формулы называють рядомъ Тэйлора*) для 
функши Р(х). 

Если для н=1, 2, 3,... н для всфхь значешй $ между 
Он1 удовлетворяется неравенство 

Рея <Я 

(А есть нёкоторая постоянная), то можно съ увёренностью утвер- 
ждать, что величина К, стремится къ нулю. Дъйствительно, для р = я 

№ = р Ех т 9) 

*) Прил —0 она носить назваше ряля Макъ-Порена (Мас4 вапц). 
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сльдовательно, 

1К'<- 

Но мы знаемъ ($ 22}, что рядъ 

10: 
ти 

р 
м 

сходится. Отсюда вытекаеть, что 

р 
= 0, и выьстф съ тЬмъ пред. А, == 

$ 44. Примбры. 

1. Функым с® и ея производныя (которыя, какъ мы знаемъ, 
всЪ равны г“) заключаются между ги @, если х есть значеше 

перемённой, принадлежащее интервалу (а, $). Значены функшй 
зпх и созх и всфхъ ихъ производныхь по абсолютной величин 

меньше 1. Слдовательно, для всёхь этизъ функщи справедлива 
формула 

Ве-- И = Ро АР 

пред. 

р 
Е" 

Замфнивъ х нулемь и написавъ х вмьсто |, мы составимъ рядъ 
Макъ-Лорена 

: ХЕ, 2 р 
Ро) = Р®)-- и ®- 51”) -; 

и найдемъ, что 
х ит .. 

д? д 
505х =} —“ С „... р ет у 

: х ‚№ 
*"х И ВЕ 

2. Функиы у Е И -- х) имфеть для значены х > 1 
всь производныя. Именно, положивь 1-Е х==и*\, находимь, что 

ужи, бу Вий; 

ФУ С-З), . 

*) Зафеь ямфемъ разобранный нами въ $ 40 случай, когда з == Ах -}-н. 
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сявдовательно, въ силу равенства фи == Хх, 
, . 
ть инь ОСЬ. 

С 172)... Ся пи-". 

Для значешя х==0 функщы 108 (1-х) равна нулю, и производныя 

принимаютъ значенйя: 

 —Ь 1.2, —1.2.3,... ©1011. 2.3.1). 

Поэтому формула Макъ-Порена выражается такъ: 
хм си 

| ив | «> юар... п —1 НА, и>-9 

и 
ай -х Ся. 9< Ки == (— 1} 9" 9<#<5 

Если | х.<\1, то, положивъ р ==1, напимемъ: 

Г1—# ме 
197 ^° 

Такь какъ 0х лежить между —Р ий, о 

ий 
ря 

и, слфдовательно, между О и 1. Кром того, очевилно, 1-- х > 
1—8 я >11 |- 

Такимъ образомъ, найдемь, что 

=1 
8 

Тб "бточается между , 

К! < 

ют +. 

При х == положимь р = и. Тогда 

о, а ав 
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значить, 
1 

1 |<, < 
сльдовательно, пред. К, = Оби 

т юз... 

ВСВ эти результаты намъ уже извфстны, и мы знаем также, 
хо, 

что рядъ 1 р 3 —**.' Не сходится для значенй х—=— 1 

и |х.>Ь такь что формула 

— д № ют... 

<праведлива только для значенй — 1х1. 

3. Фувкшя м — (1-- д) имфеть для значешй ух > — 1 вс 
производныя *). 

Положимъ олять 1-х == и; тогда 

ау = нии, Фу=н(и — ии... 

и, вЪ виду равенства и = 4х, 

У и, ии — 0 ?,... 

й 4х фу Для х— 0 функцы у, 1, (ди, -° сводятся къ 

1, м, ий — 1)... 

Формула Макъ-Лорена принимаетъ, такимъ образомъ, видъ 

а (ии 
в. = 2 (и) —- 9х" — 9. — окохи 

Когда |х] < 1, то, положивъ р = 1, напишемъ: 

В» = х( чыят-( :— 2) в (*) ==. 19а 

*) Случай и = 0 мы въ дадьньешемь искаючаенъ. 
Козаленск! В. Нечислеве безконечно малыху. т 
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Трей множитель заключается, какъ мы знаемъ, между Фи 1, 
а второй менду ти (1-- я)". Если К есть большее изъ чисель 
Ти (1-41, то имфемь неравенство 

Ва (лак 

Для значеша | х| < 1 сходится рядъ (стр. 87 и слёл.) 

5). 9+ 
а всльдстве этого сходится.и рядъ 

(нае 
и потому 

Поэтому пред. К» = 0, такъ что 

вы (1) 
Этоть выводъ намъ уже извъстень (ср. $ 39). 

+. --а= <,. 

$ 45. Шахива и шва. 

Говорят, что функиы /(х) имъетъ для значещя х, макси- 
мумъ *) (минимумъ), если можно построить такой занлю- 
чающ точку х, интерваль (ж-— в, х,-— 2), что значене 
ДИхо} является наибольшимъ (наименьшимъ) значенемъ фун- 
кщи въ этомъ интервал. Мы предполагаемь, что х лежить 
внутри нёкотораго интервала (и, 6), для которяго функшы /(х) 
опредфлена. Махипа и пипыпа называють обшимъ именемъ ех#тета 
(множественное ‘число отъ ехНепиит). 

Если /(жа) есть ехшетит и производная /ж) суше- 
ствуеть, то должно удовлетворяться равенство /*(х,) = 0. 

При 21 <= разности 

Ло +В — Дю) и Дю — В — Иж) 

*) Или же 16%) представяяеть изн есть максимумъ (минимумъ). 
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имЪють одннаковые знаки, слЪдовательно, отношеши приращешй 
функши къ соотвфтствующимъь прирашешямъ независимой перемфнной 

ПЕРО „ЛЬ И 
в —в 

инфють противоположные знаки. Обозначимь черезъ и то изъ 
этихь выраженй, которое оказывается положительнымъ, а черезъ 5 
то, которое оказывается отрицательнымъ; въ такомъ случаф 

Ре и ива, о = ). 

Изъ перваго равенства можно заключить, что функщя (хо) 
не меньше нуля, а изъ второго, что функим /“(хо) не больше пуля. 

Слфдовательно, /'(хо) = 0. Такимъ образомъ, въ точкЪ х-=х, ка- 
сательвая къ кривой, изображающей функцию /(х), параллельна 
оси х-овъ. Легко видфть, что это есть 

пред. и 
0 

лишь необходимое, но ни въ какомъ случав 
не достаточное услове существовашя ехёе- 

шипа (ср. фиг, 13). Если мы знаем, 
только то, что Р (к) = 0, то нельзя еще 
утвержлать, что /(х,} представляеть мак- 

симумъ или минимумъ. На практик этоть 
вопросъ обыкновенно рЪшается на осно- 

ванш слфдующей теоремы: вре 
Если функия ДД») ныфеть про- вы. . 

изводную повсюду внутри интервала 
(%— в, ж-- 8), при чемъ эта производная положительна для 
значен!й хх, и отрицательна для значен! И х >, 10 /(хз) 
есть максимумъ. Если же производная для значен!Й х < хо 
отрицательна, а для значенй х > х, положительна, то зна- 
чене /(%) есть минимумъ. 

ДЪйствительно, въ первомъ случав функшя /(х) возрастаеть 
съ возрасташемъ хоть х, — 2 до х.: но при дальнфйтшемъ увели- 

чении х отЪ х» до х —= функщя Дх) убываетъ. Во второмъ случаъ 
дЪло происходить какъ разъ наоборотъ. 

$ 46. Нашбольшее и наименьшее значеше фуннщи 

въ коночномъ интерваль. 

Пусть функц /(:) будеть непрерывна для всьхъ значенй 
р. Интерваль (а, 8), заключающийся въ интервалЪ (а, 5), 
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мы будемь называть особеннымъь частнымъ интерваломь 
интервала (а, $), если въ интервалф (1, $) нфть такого значешя 
функщи, которое превосходило бы всв значеши функши въ интер- 
валь (а, 8). 

СВ Если разбить интерваль (4,$) при помощи числа с в а 

два интервала (ы, с) и (с, 5), то, по крайней мЪрЪ, одинъ изъ этихь 

частныхь интерваловъ будегь особеннымъ. Если, въ самомъ дъль, 
допустить что ни одинъ изъ нихъ не будеть особеннымъ, то 
можно булеть найти два числа х; и х, въ интерваль (4, 5), уло- 
влетворяющихь такимъ соотношешям 

Ла < Да). 5) 
= Л < Ам). 

Одно изъ значешй /(х/), /(х.) функщи /(х) было бы въ та- 
комъ случаф больше всфхь значешй этой функим въ интерваль 

{а, ), что, очевидно, представляеть противорьще. Поэтому въ ин- 
терваль (а, ) навьрное существуеть особенная половина (#1. 6), 
въ интервал (4,, #,), въ свою очередь, имфется особенная поло- 
вина (4, 6;) и т. д. Если Е есть обийй предфлъ чисель 4, и в», 
то можно показать, что всякое значеше функыи въ интер- 
валЪ (а, ) не больше /(&. 

Если бы, напримфрь, выполнялось неравенство /(&) > /(@), 
то существовала бы 

для а 

я сх 

въ интервал (а,, 6.) точка ,, удовлетворяющая соотношению 

Лед = Га. 
въ интервалЪ (а, $,) точка Ё,, удовлетворяющая соотношению 

ы), 
въ интервалЬ (аз, 55) точка 2,, удовлетворяющая соотношению 

ЛЕ») = ЛЬ, 

*› Такъ какъ интерваль (=, -› не есть особенный частный интервалъ 
интервала (а, №, то хоть одно значеше /(т,; функши /С) въ интервал (2, 5) 
будеть больше любого значенм /лх) нашей функни въ ингервалЬ (1. ‹з, т.е. 
при НЪкоторомь х==х,. содержащемся въ интервал (а, 2), и при всбхь 
значеныяхь >, содержащихся вь интерваль (и. г), будеть вынолняться не- 
рявенство /(4) < Дел. Прим. ед. 

*) Въ самомъ дль, (3) есть одно изъ значений функши /{‹) въ ин- 
терваль («, #). Это значене не можеть быть больше всъхъ значен функши 
Де» въ интерваяв (щ,, &,,, ибо (4:, у есть особенный частный интервалъ, 
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ит. д. Такъ какъ пред. &, == 5, то, въ виду непрерывности функщи, 

прел. ($) == /@). 

Но, съ другой стороны, прел. /(&,) 22 {&) > /(. 
Примняя то же разсуждеше къ функщи — /(\), мы получимъ 

нъкоторое значеше /(#), которое является наименьшимъ значешемъ 
функщи въ интервал (а, 8). 

Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ теоремф, впервые най- 

денной Вейернитрассомъ. 

Если функшя /(х) непрерывна для всфхъ значенй 
азхыь, то въ интервалЪ (а, $} сушествуетъ такое 
число Ё и такое число Е, что /(&) является наиболь- 
шимъ, а /(&) нанменьшимъ значещемъ функши /(х) въ ин- 
терваль (и, 5). 

Когда 2 лежитъ внутри интервала (4, 6) и вЪ точк® ЕЁ суше- 
ствуеть производная /’(х), то необходимо /*(Ё) ==0, ибо изъ двухь 
отношешй 

#>9 

одно и больше нуля или равно ему, а другое х меньше нуля или 

равно ему. Когла |} стремится къ нулю, то какъ пред. и == /(#, 
такъ и пред. г = /"(); поэтому число [() не можеть быть ни 
положительнымь ни отрицательнымь. Если значеше # находится 
внутри интервала (а, $) и сверкъ того въ точк% # существуеть /’(х), 

то =0. 
Отсюда можно вывести новое доказательство теоремы Ролля 

($ 30). ДЬйстентельно, изъ услошй этой теоремы слфдуетъ, что, по 

крайней мърЪ, одно изъ двухъ значенй Е и 2 должно находиться 
внутри интервала (д, 2). 

$47. Примары. 
1. Пусть а, @;, а»... @» будуть заданныя числа. Мы же- 

лаемъ опредфлить значеше леремфнной х, для котораго функця 

Доне -а Реал. а-я 

интервала (а, 2); поэтому вЪ интервал (а,, В.) имЪегся хоть одно значеще 
перемфаной х, удовлетворяющее соотношенно Л. Прим. мо. 
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получаеть наименьнее значеше. Находниъ производную 

пои —) =... ев) 

При этомъ 
Я Ро) < 0 дия значенй х < г 

напротивъ, 

р 6)> 0 для значений х > ИТ 

Отсюда мы заключаемъ, что функщя {(%} для значеня 

а а... Ра 
п 

пызеть минимумъ и притомъ наименьшее значене. 
2. Требуется построить цилиндрический сосудъ (открытый 

<верху), который имфль бы наиболынй объемъ при заданной по- 

верхности. 
Допустимъ, что г есть райусь основаня, а } высота сосуда. 

Въ такомъ случаф поверхность равна 

ля — 218 = 5, 
а объемь равенъ 

лир =Г. 

Такъ какъ изъ перваго равенства слвдуеть, что 

5$—ав 
я 

то 
-_ 57 — лв 
а 

Какь показываеть равенство для 5, значены перемфнной вели- 

чины у ограничиваются интерваломъ (° из). Выражене 

47 _5— зи 
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будеть положительнымь для значенй ОХ; и 8 и отрица- 

тельнымъ для значенй 5 << У. Такимъ образомъ, 

функщя И имфеть максимумь и вмёст®, съ тВмЪ наибольшее зна- 
: и 5 

чеше для значены г = З’ Если вычислить $, то найдемъ, 

что р Итакъ, р-=х, т.е. высота сосуда должна 

быть равна ралЁусу основаня. 

$ 48. Диффоренциронаюе функюй отъ изекольнихь 
перемфиныхъ. 

Ограничимся только случаемъ двухь независимыхь перемён- 

ныхъ т, у, которыя мы булемъ разсматривать, какъ абсциссу и ор- 

динату въ прямоугольной системф координать. 
Всли дьло идеть о функнм {== /(х, у), то ныть необходи- 

мости, чтобы она была опрехблена для всфхъ системь значенй 
(х, у); достаточно, если она опредфлена лишь для нЪкотораго ком- 
плекса такихь систем значен!И, или, выражаясь геометрически, для 
извфетной системы точекъ (ср. стр. 10). Эта система можеть, на- 
примьръ, состоять изъ всхъ точекъ нЪкотораго прямоугольника, 
стороны котораго параллельны осямъ коорлинать; въ такомъ случаф 

перемнныя х и у удовлетворяють требованымъ 

азхзЬ су а. 

Такой комплексъ точекъ мы будемъ называть интерваломъ (дву- 

мфрнымъ) н обозначать символомъ (а, $; с, 4). 
Допустимъ теперь, что функцы /(х, у) опредфлена въ интер- 

терваль (а, 6; с, 4) *). Тогда, при с 35 у, < 4 выражеще 

9 (®) = Кх, ть) 

представляеть функнию оть х въ интервал® (а, 8), а при а =; ль = 
выражен 

Дхь, 3), 

*) Этимъ не исключается возможность того, что функщя Д(х, у} опре- 
дьлена еще и въ другихь точкахъ. 
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прелставляеть. функцию отъ у въ интерваль (с, @). Если функши 
$’ (2), Оо сушествують, то 9”(ха) называють производной 
функщи До, у), ззятой по х, а (уз) производной той же 
функции, взятой по у, въ точк® (хз, 70). Об эти производныя 
восять назваще частвыхъ производныхь функши /(х, у} въ 
точкЪ (хо, у). Для обозначены функши ф’(хо) употребляють сим- 
волъ /, (ж›, о), для обозначены функщи {'(уз)—символъ /”, (хо, о). 

сли функши /+ (х, у) и Ду (к, у) сушествують въ интервал 
(а. Ь; с, 4), то можеть оказаться, что он, въ свою очередь, могуть 
быть дифференцируемы по хи по у въ точк® (х, уз). Производ- 

ныя функщи /’,(, 7) по хи по у въ точкЪ (ж,, 25) обозначають 
соответственно черезъ 

Деб зо) и луж» 9), 
а производвыя от /”, (х, у) по хн по у въ точкв (ль, 5) 0бо- 

звачаютъ черезъ 
Дибкь дй и Дивы, 

Эти четыре величины вазывають частными производными вто- 
рого порядка функши /(х, у) въ точкЪ (ху, У). Подобным же 
образомь опредфляются и обозначаются частныя производныя 

третьято и боле высокихь порядковъ. Какъ мы видимъ, имфется 
2” частныхь производныхь п-го порядка. Но обыкновенно число 
ихь сводится къ и --1, что можно доказать при помощи слфду- 

юцей теоремы; 
Если въ интерваль (а, 6; с, 4) функши Дин [у * 

сушествуютъ и если онф непрерывны въ точке {5, уз}, 

принадлежащей ннтервалу (а, 8; с, 4), то 

До» зд = Да 9. 
Непрерывность функши оть двухъ перемфнныхь опредфляется 

совершенно такимъ же образомъ, какъ это было сдёлано для 

функщи отъ одной перемфнной. Функшя Рих, у) называется не- 

прерывной въ точкВ (х, 4), если изъ равенствъ пред. хи == 

пред. у» ==у всегда вытекаетъ равенство пред. Е(яь, У») 
Ех, у); при этомъ ве точкн (д», у») такъ же, какъ и точка (х, у), 
должны принадлежать комплексу точекъ, въ которыхъ функщя Е(х, у) 
опрелфлена. 

+) Разумфется, функщи /”, в Л’, ВЪ этомъ случаЪ ложжны существовать, 
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Для доказательства упомянутой выше теоремы разсмотримъ 
выражене 

Ко ЕВ, » РИ — Дю Ву) - 

— ИА м. НВ Дж, д 

точка (хо --, ж-Е №), какъ и точка (хо, 20), должна лежать въ 
интервал (4, $; с, 4}. Положимъ 

ей = Ах, + Й Ка, у) 

о) = Або Е В, У} — Их, 5 

тогда ‘предыдущее выражеше будеть равно выраженю 

Дю НВ — Л) = ВРихь + ЗВ 

а также я выраженю 

о -— Лой = Ко Зы, 
при чемъ $, и 5, лежать между Ои1*). 

Но 

До ЗВ = рысь ЗВ ЕВ — Дь-- ЗВ 

Аль ЗВ, о НЮ 

Ло ЕЛЬ 9, — Лим, ь-- 8Й 
ре — В, № ЗЫ. 

при чемь 9, и 9, снова заключаются между 0 и 1 **). 
Мы знаемъ, такимъ образомъ, что 

о-ЕЬ и ую В, ло 9. 

Пусть величины Ви { стремятся къ нулю; тогда лВвая и правая 
части равенства стремятся къ [у (ль, зо) и /у:(Жь» о), и равенство 

Дик ход == Ту+ о» Уз) необходимо выполняется. 

*) Услошя теоремы © среднемь эначенм выполняются благодаря сдЪ- 
ланяымъ нами зопущенямъ. 

**) И въ этомъ случаб требованыя теоремы о среднемъ значеям 

узовлетвореяы. 
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Дифферонщалы фуинии /(20, и). 

Если функшя К(х, у) опредфлена въ нЪкоторомъ интерваль и 
частный производныя /’., }, существуютъ въ точк® {х, у), при- 
надлежащей этому интервалу, то выражене 

Деб УБ-Ь Ду У) 
называють дифференщаломъ функши Дх, у) въ точкЪ (х, у) 

и обозначають его символомъ 4х, у). Допустимъ, что Ви & суть 
двё величины, вполнф независяш!я отъ хи у. Положивъ въ 

формулЪ 
к, у) == Г. | Ду 

Г=хи Деу, получнмь ° 

4х-ь ЧЕ 
Можно, такимъ образомъ, разсматривать ри #, какъ днфференшалы 

хну, и писать 

ЧА, у == Рь= - Гы 
Дифференшель функши 4х, у) обозначають символом /(х, у), 
дифференшаль функиш ФД, у) --символомъ (АД, ) ит. д. Инъемь *) 

@ Их, у) = ар. 4х - арь4у = 

ауле 5 Утьфифу | Гу дхау - ь4у", 
или, если [у ==», 

бу) = даа 2х, акау -- у, ду". 
Подобнымъ же образомъ вычисляють /(л,:7), И/(х, у) ит.д. 

$ 49. Дифференциромане сложныть фуннцй. 

Пусть Е(и, 9) будеть функщей отъ № и 9 вЪ интервал 
(а, 851, 0), и допустимъ, что /(х, У) и в(х, у) суть функщи отъ 
зиу въ интерваль (а, 6; с, 4); пусть, сверхъ того, функши Х(х, у) 
в #(, У) всегда удовлетворяють соотношенямъ 

= Ду Ви 751 )=8. 

*) Величины 4х и 4у сяБдуеть разсиатрявать, кажьъ постоянный. 
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Если при этомъ. положить 

= У), и == (я, У) 

< = Е, 0, 

то < черезъ посредство и и у будеть функщшей оть хи у, а именно 

4 = Ех, у), 8 (а, у). 

Вычислимь дифференшаль 4. При этомъ будемъ предпола- 
гать сушествоване функшй /",, /», {’., 2’, въ ивтервалЪ (а, р; с, @) 
и функши Р’„, Е’, въ ийтерваль (а, Й; 7, 6). Оть функши Е’, Е. 
ны требуемъ, кромф того, чтобы онф были непрерывны въ ивтер- 
валЪ (а, В; 7, 8). 

Пусть А.ф (соотвфтственно А, ф) будетъ приращене функщи 
ф при переходф оть х къ х-- Ах (оть у къ у Ау} *). Вь та- 
комъ случаь 

Ад = Е(и Аи, о -- Ат) — Е(ы, 0) 

= Ри -- Али, 9-- 4:2) — Р(и, о | А:0) 

— Рав о -- А.) — Ви, о), 

и, значить, по теоремф о среднемъ значенн, 

А: == Ри 4 ЗА, о А Аи 

+ Риц, $0 А; 
сльдовательно, 

25 — гл == Би -- З 8, г-Г А.) Зх 

Е. м, о - ВА) 2. 

Пусть Ах стремится къ нулю, тогда 

А о. пред. = 0, предл. \ „= =. Пр нах =" 

и, сльдовательно, 

пред. А„и = 0, пред. Аг = 0. 

*) Точки (х, у) и &-- 4х, у+ 45) лоажны обЪ нахолиться въ интер- 

вал (а, фз с, 9). 
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Въ виду непрерывности функши Е’, и Е’. въ точк® (и, г) 

пред. Е‘. (и -- Аи, 9 -|- А.) = Ри, 9), 

пред. Ё’, (и, о-- \А,0) == Рь(а, 

А. “о я 
Х’+ = пред. а; = Бы, ЕРье.. 

Такимь же образомъ находимъ, что 

Ад , У» = пред. м = Риге Роб». 

Итакъ, у 
Ч = „4х | хьау = Рида -- Е', фо. 

Точно такой же видъ имфлъ бы дифференшалъ @х, 
если бы перемнныя и и г’ были независимыми. 

Если существують вторыя производныя отъ м и о въ интер- 
валф (а, В; с, 4), и если вторыя производныя функим Ё(н, 9) не- 
прерывны въ интервал (а, 2; у, 0), то *) 

= аРифи ЧЕ’, 4е 

+ Рыбы Р.Ф 
слфдовательно, 

ах = Риф ор. нае-- Кзр — Риви ЕР. Фе. 

Формулы для 44, {45,... также можно легко получить. Однако, 
выражены для величннь (25, 4'3,... отличны отъ выраженй, по- 
лучаемыхь для этихь величинь въ томь случаЪ, когда мои г суть 
независимыя перемфиныя. Но этого различ нфть, если и н и пред- 
ставляють функши вида 1х и; ри (7, в,  — постоянныя ве- 
личины), потому что въ этомъ случа Ши — {и =... = и 
49 = =... =0. 

*) Мы основываемся здЪсь ва соотнонзевёи 4(ну} — мфу -- 4, которое 

получается изъ общаго выраженя для «<, если вояожить (м, 7} == мт. 
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНЕ. 

$ 50. Неопредфяенный нитегралъ. 

Если функшя Г(х) для значешй а 5 х ЗВ имфеть произ- 
волную /(х) и, слдовательно, дифференшаль /(х) 4х, то функшю 
Е@) называють ннтеграломъ функши /(х) или дифференщала 
До)ах въ интерваль (а, #} и пишуть 

Е® = Г/дах 
(Е(%) равно ннтегралу /(х) 4х) *). Эта формуда, такимъ образомъ, 
вполнЪ равнозначна формуль 

аЕ() = дах. 
Еспи функшя Е, (х) является интеграломъ дифференщала Их) 4х 

въ ннтерваль (а, 6) и функшя Ех) также представляеть нитеграль 
того же дифференшала, то 

Ех) = Коах, РС == Коах; 

слфловательно, 
(Ех) — Ех) = 0. 

Разность Р(х) — Рух) имфеть поэтому (ср. стр. 64) постоянное 
значеше (для значешй перемфиной а 3х 5 р, т. е. 

ра 
Обратно, какова бы ни была постоянная величина С, функшя 

Ецх + С всегда представляеть ннтеграль функши Алх)4х, по- 
тому что 

Ра + С =) = Додах. 
*) Если функщя Ра) вмфеть производную /х} только внутри интер 

вала (а, 5}. то мы говоримь, что фунишя Р(х) представяяегь ннтегралъ 

фунюши Л) внутри интервала (а, 8). 
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Выражеше Е, (х) -- С, какъ содержашее неопредфленную по- 

стоянную С, носить назваше неопредфленнаго интеграла 
функши /(х) 4х. Всяюй интегралъ функцй: /(х}4х можно получить 
изъ неопрелвленнаго интеграла, если приписать нфкоторое частное 

значеше произвольной постоянной С’, такъ называемой постоян- 
ной интегращи. 

Интегрировать функцию {() — значить найти ея неопред®- 

ленный интегралъ. 

$ 51. Примёры. 

1. Если © есть рафусъ сходимости стеленного ряда 

арх раю -|-.... 
и мы положимъ 

Но = тая Рай --..., (1 < 9 

то внутри интервала (— ©, 0) 

, м. 4х, 
Гоа Стая ЕААЕ +... 

Дьйствительно, согласно & 38, рядъ 

а; &* 

также имфеть радусь сходимости о и производную /(х), когда 
| <о. 

Въ частности 

Дык 
ах 

= С+щя 55 = 

Интеграль цфлой рашональной функщши я-ой степени 

представляеть, такимъ образомъ, цфлую ращональную функщю 

(п-- 1)-ой степени. 
2. Интегралъ ранюнальной функщи не всегда есть рашональ- 

ная функщя. Для значешй # = —2, — 
не содержащемъ нуля, 

. во всякомъ интервал®, 
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поэтому 
хе 

Ср. 

Но длях>0 

ое сяь 

ибо Чювх = 4, а при х < 0 

есь ся, 

4(—х) _ ах лакъ какъ Фе (— х) = Далфе, изъ равенства 
—х х 

Чакавх — Ч, получавмь: вх — тт пОлучаемь: 

вытекаеть равенство 

([—1<;5<0 

Точно такъ же изъ равенства 

ов (я тя) = 

вытекаетъ, что 

= С-+ю@--тТ 
Е 

3. Если х>0ип--1=0"), то 

+1 
ах 

н-:-1 

Значить, при х> 0 и п 1=0 
^ + 
Ду -етртг 

*} Случай, когда м есть цыное положительное или отрипательное число, 
мы уже разсмотрълн. 
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Наприифръ, для значены х > 0 

Да = С 24, 

4. Такъ какъ 

Въ частности 
Дейх 

5. Изъ равенствъ 

4(- с05х) = япхах, 4х = с055 4х 
слфдуетъ: 

Дчтх4я = С — совх, [Г совхх == СЁ ах. 
Изъ формулъ 

4х 4х 
4х — ях’ Фо 601) — ах 

вытенаеть, то 
4х ВИ 4х - И 

- с05*х С Г >, . зи х с со 

Въ первомъ случаф значеня х должны быть ограничены интер- 

валомъ, въ которомъ функцы созх отлична оть нуля, во второмъ 
случа — интерваломъ, въ которомъ функщя зшх отлична отъ нуля. 

Положимъ, что въ интервал (п, 6) функши /(х) повсюду 
остается положительной и имфеть производную (4). Въ такомъ 
случа (согласво 5 33) 

вида = я, 
и, слъдовательно, 

ДР = сала 
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наприифръ, если функшя эпх во всемъ интервалЬ (4, 8) отлична 
оть нуля, то 

точно такъ же 
зшу4х 

== С — 108 созх. 
{сх 

если функшя со5х во всемъ интерваль (а, Ь) отлична отъ нуля. 

$ 52. Щиемы дия упрощеня ннтеграловъ. 

2. сре ах ==е ГГдах 

словами это выражается такъ: постоянную ') можно выносить 

за знакъ интеграла. Доказательство: 

4(еКх)) = с/х). 

3. ГО - ках = Г дах + Г дах 
словами: интегралъ суммы равенъ сумм интеграловъ сла- 
гаемыхъ 1}. Доказательство: 

ао вк = Йа) - 45. 
Теорема справедлива для любого конечнаго числа слагаемыхъ. 

3. Если функщи Ах) и #(х) имъЮть производный /(х) и 
2'(х) внутри интервала (а, В), то функця 

Кой — Гибарая 

имфеть производную 

ИГ = 9 
т. в. предетавляеть собой ‘интеграль функши Дх) #’(х) 4х. 

Позтому 

Гладедйя = Кое — Г ола. 

*} Т. е. постоянный множитель. Теорема предполагаегь существоване 
одного изъ двухъ интеграловъ Г с/к) 4х, Гу бж)4х. Прим. рец, 

1) Теорема предполагаеть существоваве двухъ нзъ трехь интеграловъ 
Го -+- та) 4ь, Род 4е, реа Прим. ред, 

3) Существоваёе интеграла / 5%) /’я4х допускается. Прим. ред. 

*} Изь этого тождества легко заключить, что изъ двухь интеграловъ 
губу и Гра 4х сушествовае одного влечеть за собой суше- 

Прим, ред. ствовашёе другого. “ 
КовъчерскИ В, Иочислеще безконечво мазыхь. 
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Это есть правило интегрирован!я по частямъ. Съ его по- 

мощью можно свести интеграль /`/() ’(х) 4х къ (подчась болфе 
простому) интегралу /’8(х)/ (2) 4х. 

4. Допустимъ, что функшя Р(и) имъеть производную Р’(и) 
== (и) для значенй аи Я и что функщя Дх) имъеть про- 
изводную /’(х) для значенй а < х 5 $, предположимъ, далфе, что 
значешя функщи`/(х) всегда палають въ интерваль (а, 1). Въ та- 
комъ случаф, согласно $ 32, функии Е(Дх)) нифеть лифференшаль 

ФУ ах. 
Сь другой стороны, дифференщелъ функщи Ё(!) есть 

ф (аи 

Поэтому, въ виду рявенства и. — /(х), 

Кабан = Герда. 

Эта формула показываетъ, какимъ образомъь можно ввести новую 

перемфнную въ интеграль /’у(и}4н. Перемфнную и замфияють 

функщей /(х). а дифференшаль (и дифференщеломъ /^(х) 4х. 

$ 53. Яримёры- 

4х 1. Вычислить интеграль | Ч; лопустимъ, что перемфнная ) ‘зах 
х заключается въ такомъ интервал, въ которомъ функ зтх 
нигдь ие исчезаеть. 

Въ такомъ случаЪ 

Шх 1 Г эму 1 
2 1—0 2. 

1 5 1 
5 Е — с655) ЮЕ (1 -- 052), 
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или, принимая в0 внимаше, что 

1— с05х == 2знй й ‚1 с05х == 207 >, 

получаемъ, окончательно 

4х х 
= —. 
знх — 05 5 

2. Путемъ интегрированя по частямъ находимъ: 

Делез = —е*х +/ е-та4х, 

Я Е 

еле ри Гея 

такъ что 

[ аи ое аи паи 

а — Пя” (а) С 

или, положивъ д“ == {(л), 

Г едит) НГ +... Е Г + С. 
Эта формула имветь мёсто и въ томъ случаЪ, когда функция 

И) прелставляеть любую цфлую ранюнальную функцфо 2-ой степени. 

3. Для вычислены интеграла ] У 

—1<=<1 можно положить х = 08, м 3х а. 
Въ такомъ случа 

4х (при чемъ 

115 
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$ 54. Существовае янтеграпа непрерывной функ. 

Допустимъ, что функны (Ах) непрерывна для всфхь безъ 
исключеня значенй 4 25 х = 5. Если интервалъ (а, В) есть произ- 
вольный интервалъ, заключающийся въ интервалЪ (а, р), то черезъ 
М(е, В) будемъ обозначать наибольшее, а черезъ (а, ) наимень- 

вюе значеше функии въ интервалЬ (а, В). Произведеше отъ умно- 
жены р — а на М(а, В) обозначимь черезъ К(а, р). 

Если ау Ь то 

К (а, в) = Ка) -- КФ, в), 

такъ какъ М(а, 8) > Ми, ) и Ма, = МО, В °). Разобьемъ 
теперь интервалъ (и, $) на ннтервалы 

(а, хз), (к, хз), (р, 8) 

(дах <... л,_1< В) и это разложеше обозначим 

черезъ 3 6). Сумму 

К (а, х, а ЗС 
назовем 

5. (3), 

съ цфлью подчеркнуть ея зависимость оть интервала (а, В) и си- 

стемы 3. 
Предоставляемь читателю выразить словами то, что обозначаеть. 

символь 5* (8). 

Пусть 3 будегь система интерваловъ, которая получается изъ 
системы 3 путемъ разложешя одного изъ интерваловъ, напримфръ, 

интервала (и, В), на двф части (а, у) и (у, В). Чтобы получить 
сумму 5* (8), нужно въ сумыЪ 5 (8) замфнить члень 

Е(е, 8) суммой К(а, ›) -|- В(», В). 
Поэтому можно съ увфренностью утверждать, что 

513} > 528). 

Такимъ образомъ, 5% (8) не увеличивается, когда одннъ изъ 
интерваловъ системы разбивается ма два. Примфнивъ это замфчаше 

№ Ка, В = 9—9 Ме Я = ФИМ, Э + -яма = 
=8- Эмо —ю) Ма = Ко) РВ, При». ред. 

9 Те 3 означаеть систему ннтерваловъ (а,, 11}, (ха, х:),-..› ры В+ 
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нисколько разъ, увидимъ, что сумыа 5(3} не увеличивается, 
если перейти отъ 8 къ нфкоторой новой систем проме- 

жутковъ путемъ дфленя интерваловъ (т. е. путемъ присоеди- 

нешя новыхъ точекъ дфлеши). 
Пусть 31, 8», 8»... будетъ рядъ системъ интерваловъ, полу- 

ченныхъ путемь дфлешя интервала (а, $) на части. Допустимъ, что 
максимальная длина интерваловъ систены 8» будеть 6, (такъ что ни 
одинъ изъ ннтерваловъ системы не будеть больше числа 6, и, по 
крайней мЪърь, одинъ изъ нихъ будеть ему равенъ). Мы будемъ разсма- 
тривать только таке рялысистемь интерваловъ, въ которых каждая 
система В» +1 получается изъ системы 8» путемъ дальнЪйшаго дЪ- 
леня интерваловъ послфлней, при чемъ еще будемъ предполагать, 

что пред. д, ==0. Таше ряды мы будемъ называть совершенными. 
Если рядъ 8,, 8,, 3»,... есть совершенный рядь систем 

интерваловъ, полученныхь отъ разложешя интервала (а, $), то не- 

обходимо 

580 = 53 = 5 (3 . 
Но для каждой системы 3 удовлетворяются соотношешя *} 

®— а) ца, В) = 5 (8) =Ф— М, 5). 

Такимъ образомъ, рядъ 

5$: (30, 5°(35. 5 (Вы, ... 
убываеть н заключается въ конечномъ интервалЬ, всльдстые чего 
{согласно $ 15} существуеть 

пред. 5, (8,). 
Обозначимъ этоть предфль черезь 5%. 

Пусть теперь З,, ,, 3,,... будеть какой-либо другой со- 
вершенный рядъ разложенй интервала (а, $} и. допустимъ, что 

пред. 523.) = 5. 

)=. 

Если выберемъ наудачу членъ 5 ($) изъ ряда 

5. (30, 5448), 5483), ... 

+) Кажцый изъ членовъ (2 — а) М (а, В) суммы 5 (8) больше числа 
фата, 8} или равенъ ему и меньше числа (2— с) Ма, $) или ра- 
венъ ему. 
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и допустимъ, что разложеще 8 содержитъ р интерваловъ, то интер- 
валы системы 3» распадутся по отношению къ 8 на два класса: 

1. интервалы, которые заключаются въ одномъ изъ интерва- 

ловъ системы 3; 
2. интервалы, внутри которыхъ содержится, по крайней м®рЪ, 

одна изъ точекъ дфлешя системы 8. 
Очевидно, интерваловъ второго класса можеть быть не больше, 

чёмъ р— 17). 
Члень В(а, В) суммы 5*(3,) мы назовемъ членомъ перваго 

или второго классовъ нъ зависимости отъ того, принадлежить ли 
интерваль (а, ) къ первому, или ко второму классу. Члены вто- 
рого класса дають сумму, которая меньше, чфмъ 

{ф— 04 Ма, 5, 

или равна этому числу (6„ есть наибольшая длина интервала въ 

систем 8»). Сумма всвхъ членовъ перваго класса не превосходить 

суммы 5? (8). Поэтому 

5% (3, 5 5118) -- р— 0-Ма, 9 
или, въ виду того, что пред. д, == 0, 

5° = $2 (8); сльдовательно, также 5* 55 3*. 

Такимъ же путемъ получаемъ соотношеше 

< < 
5. =5.- 

Отсюда можно заключить, что 

$=5. 

Сумма 5* (3) стремится, такимъ образомъ, всегда къ 
одному и тому же предълу 5*, когда 3 пробъгаеть любой 
совершенный рядъ разложен!й интервала (а, 5}. 

Мы знаемъ, что сумма 5? (8) всегда больше числа (6— а) т (а, 5) 
или равна ему и меньше числа (ф— 2) М (а,$) или равна ему. 

т) Разложене 3 содержить по допущение р интерваловъ, которые 
опредьляются точками а и $ и еще р— 1 точками, лежащими внутри интер- 
вала {и, В. Эти поельяня р--1 точекь могуть находиться внутри # интер- 
валовъ системы Зы», и. очевидно, & не больше р— 1. Прым. ред. 
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То же, сльдовательно, вЪрно и относительно 5%, и потому, въ силу 
непрерывности функши ($ — 4) /(х), въ интерваль (а, 5) существу- 
еть (ср. $ 30) такое значене &, что 

$. =@—%/®). 

Когда а ев, то 

=. 

Для доказательства достаточно разсмотрёть совершенный рядъ 

Зь, Вь, 8з›...› въ которомъ Зи представляеть разложене интервала 
(а, $) на интервалы (а, с) и (6,5). Сумма 58 (3») разлагается въ 
такомъ случаф на дв части, изъ которыхъ одна ‹тремится къ пре- 

дёлу 54, а другая къ предфлу 5*- 
Мы примемъ разъ на всегда, что 

=: 
тогда при любомъ выборб чнеель х;, л., х, въ интервал (а, $) 
всегда будетъ справедлива формула 

©) $ НЫ 23 = 6. 

Точно такъ же при всякомь расположени чнсель хи х-- р въ 
интерваль (а, $) всегда будеть 

(**) к-з. ЮО 

Разсмотримъ теперь функыню 

Е®=5 

и покажемъ, что повсюду въ интервалф (а, $} она инфетъ 
производную (=). Этимъ будеть доказано существоване инте- 

грала функщи /(2). 
Если оба числа х ин х-- |} принадлежать интервалу (а, 5), 

то по формул (+) 

Еа--Ь— Е 

поэтому на основаши равенства (=*) 

Вах ЕВ — Ед = Вх г 8) 

ии 5, 

*) Этимь рявенствомь опрежьяяется эначене символа 5% при #> в. 
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и отсюда (въ виду непрерывности функши /(2}) 

Ее -р—#® 
$ пред. 

йо пред. /(х +9) = / <). 

Е’) =) или 4Е(ж) == Аж 4х. 

ВыБсто 57 пишуть 

Улс 

и читають этоть символъ такъ: - 
„Интегралъ }(х) 4х отъ а до х“. 
Въ противоположность неопрелфленному интегралу выражеше 

. 
Длэах называють опредфленнымъ интеграломъ. Это тоть 

изъ неограниченнаго числа интеграловъ функщи {(х), который для 

х-=а принимаеть значеше нуль. 
Когда функшя Ф(х) есть нФкоторый интеграль функши {(х), 

то, какъ намь извъстно, функщи Ф(®) и Х кк мотуть отли- 

чаться другь оть друга только на нёкоторую постоянную С. 

Такнимъ образомъ, 

Хлоак = ФС. 

При х == а это равенство переходить въ слёлующее: 

0 — Ф (2) - С, такь чо С = —Ф@) 

(=) Х Дееуах = Фо) — Фа. 

Правую часть этой важной формулы обозначають символомъ 

(Ф6)};. 
Примфнивъ выциеприведенныя разсуждены къ функши — /(х), 

получимъ вмфсто члена К (а, Р) выражеше 

— 7, 8) =— В — аа, В), 



ЗАМЬНА ПЕРЕМЪННОЙ, 121 

въ которомь (а, В) есть наименьшее значене функщи /®) въ 
интерваль (а, В); вмсто же суммы 5*(8) найдемь выражеще 

Я = — На, =) Иб а) +... И В. 
Пусть 3 пробътаеть совершенный рядъ разложенй интервала 
{а, В); тогда выражеше ь 

— 51 (8) стремится убывы къ 76: 

сльдовательно, 
, 

52(8} стремится возрастая кь — : -- 1) 4х. 

— Дела» 

имъеть производную /(х) и исчезаетъ при х -= а, то по формуль 
(+==) найлемъ, что 

А такъ какъ функщя 

Го =- Голая 

слдовательно, 

— Х ([— Кх)ах = Дл» 4х. 

Мы видимъ отсюда, что сумма 
ь 

52 (8) возрастая стремится къ Д/а=. 

когда 8 пробфтаеть совершенный рядъ разложешй интервала (а, 2). 

Такъ какъ сумма 5*(8} стремится къ тому же прелфлу убывая, то 
всегда 

ия я 19558. 

$ 55. Заифиа перемфиной въ опредёленномъ энтеграу. 

Допустимъ, что функцы /(х) имъеть непрерывную производ» 
ную ГО) въ интервал (а, В) и удовлетворяегь соотношешямъ 
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в = /® В. Пусть, далфе, ф(м) будеть нфкоторая непрерывная 

функщя въ интервал (а, ). Предположимъ, наконецъ, что / (0) = 7, 

Ид. 
Въ такомъ случаф функшя 

Е) = / водаь еанз и 

имфеть производную ф(#). Положивъ и = (®), найдемъ, это Г (и) 

будеть функщей отъ х, имфющей, согласно $ 32, производную 

ФОР в. 

А такъ какъ у —=/ (а), Е() =0, то 

Дэу Ты Еф» 

и въ частности (при х =) 

5 
До в = Узог а» 

$ 56. Вычислене площадей. 

Положимъ, что функция {(х) непрерывна для значенй 255х556 
и нигдф не принимаеть отрицательныхь значешй. Въ такомъ слу- 

чаф кривая функши /(х) располагается цфликомъ по одну сторону 
оси х-овъ. Изъ концовъ кривой опустимъ перпеидикуляры на 

ось х-овъ и будемъ рязсматривать ту 
часть ® плоскости, которая ограничена 

двумя перпендикулярами, осью х-овъ и 
кривой. 

Возьмемъ какую либо систему ин- 

терваловъ 3, на которые рязбивается 
основаше части плоскости, т. е. интер- 

валъ (а, В), н возставимъ въ точкахъ 
дьлешй перпендикуляры къ оси х-овъ; 

тогда вся часть плоскости рязобьется на нёкоторое число частей такого 
же рода. Если интервалъ (а, 8) есть одниъ изъ интерваловъ нашей 
системы и если 2 (а, 8) есть ианменьшее, а М (а, 8) наибольшее значене 

ие. н. 
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функц въ интервал (а, В), то часть плоскости надъ отрфзкомъ 

(а, В) не меньше прямоугольника (8 — а) т (а, В) и не больше прямо- 
угольника (В — а) М(а, В). Такимъ образомъ, имфемъ навЪрное: 

#95 =5' (3). 

Когда 8 пробъгаеть совершенный рядъ рязложенй, то объ 
й 

величины, между которыми содержится Я, стремятся къ { / (к) 4х. 
 Сабдовательно, и. : 

ь 
ч= Г Ледах. 

Вычислеше плошали называють квадратурой, потому что 
оно даетъ возможность указать квадратъ, рявновелиё Й данной пло- 

щади. Принимая во внимаше указанную связь между вычислешенъ 

площади и опредфленнымьъ интеграломъ, вычислеше опрелфленнаго 
интеграла также называютъ квадратурой. 

$ 57. Примфры_ 

з 
1. Кривая ут (6 = хх) есть дуга параболы. Плошаль ‚ 

части Г (заштрихованной на фигурь) 
равна 

т за С 98.) 9 — и 6" |. © 
ее 

Итакъ, дуга параболы дълить прямо- 5, 35 
угольникь построенный на отрзкать 9х. в. 
Хо И № на части, изъ которыхъ одна вдвое больше другой. 

2. Кривая у=Ут 2 (-1= 1) есть полуокруж- 
ность. Площадь круга поэтому рявна 

Для вычислены этого интеграла примбиныъ нитегрироване 
по частямь: 



124 1И. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕН1Я. 

№ 4х 

2 утих = кат — аезш(— Юл. 

3. Если колесо катится безъ скольженя по прямой линь, 
то каждая его точка описываеть кривую, которую называють ци- 

клоидой*). Она состоить изъ не- 
ограниченнаго числа вЪтвей, кон- 
груэнтныхь дугь ОРВ. 

Вычислимъ площадь, ограни- 
ченную такой вфтвью циклонды и 

основашемь ОВ. Изъ фигуры, на 
9 8 ^ которой дуга круга РО равна ОО 

Фиг. и. (какь сльдуеть изъ опредьлены 
циклоиды), видно, что координаты любой точки циклоиды Р’ выра- 

жаются формулами 

х=а{(! — 0, у #{1 — с081), 

при чемъ { есть уголь РСО. Котда уголь # возрастаеть оть 0 до 
Эл, точка Р описываеть дугу циклоиды АРВ. 

Вь виду равенствъ 

4х = а\1 — соз4Ь тах == а? 1. - со 

подлежащая вычислейю площадь равна 

в 

в (1 — созде 41 == в | {1 — 26031 -- 60528) 4, 
$ 

*) Галилей первый разсматриваль эту кривую. 
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или, въ виду равенства оз — 11-0528, площадь эта равна 
ры 
“[3 1 з 3 _ 1 — зла" “/(: 2с05#- 150821] 44 — Вил. 

Итакъ, искомая площадь равна утроенной площади образующаго крута. 
4. Вычислимь площадь %, ограниченную дугой кривой АВ 

и прямыми АО и ОВ, при чемь точки АнВ 
суть концы кривой, выражаемой уравненеиъ 

= Да) @ ==. 
Предположимъ, что мы ныфемъ д®ло съ 

частным случаемъ, изобряженнымь на фи- 
турЪ 17. Тогда 

$ = АВВА-- ОФА— ОВВ. 

Такимъ образомъ, Фиги. 

ъ 

з = | уйх 3 (к, 

или *} 
к ь 

з ] уйх— : ев —-у4»). 

ь 

$ = 1 ох ау 

Независимой перемфнной здЪфсь является х. 

Формула эта открыта Лейбнинемъ. 

$ 58. Вычискоме длины дуги. 

Допустииъ, что функия у == /(х) имфеть непрерывную про- 
изводную /’(х} въ интервалЪ (а, $). Вычислимъ длину дуги кривой 
'у= А»). Разложимь интерваль (а, $) на интервалы 

(а. хо (обрыв 

>) Мы позагавмъ, что функый Уж) непрерывна въ иизерваль (а, #), 
дабы разсматриваемые нитегралы существовали, 
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и назовемъ черезъ 3 это разложеше, 

Пусть 

А, Р,, Р,..., Рыь В 

будуть точки кривой, имфюнИя абсциссы 

0, Ху Же Жра, В 

Обозначииь длину ломанной лини 

Р.Р, ... Ра В черезь [(3). Если 3 
пробЪгаетъ совершенный рядъ разложешйя, 

то, какъ мы увидимъ, (3) всегда стремится 
Оа 2, къ одному и тому же предфлу !. Этотъ 

Фяг. 18. предфлъ и есть искомая длина дуги *). 

Если вычислить хорду, соотвЪтствующую интервалу (а, В), то мы 

найдемъ, что она равна 

Ива Га -е-®у1- 
@<:<8 

При этомъ мы воспользовались теоремой о среднемъ значени 

($ 30). Положимъ 

99 = УГ; 
тогда 

(3) = и — 99-Е, — х) 9) - 

О — >; 

числа $, $,,..., & лежать соотвфтственно внутри интерваловъ (д, х\), 

(еь, х,), -- ра, 5). 
Обозначимъ черезь М(а, 3) наибольшее, а черезь н(а, 2) 

наименьшее эначеше функий ф (х) въ интервалЪ (а, 8). Въ такомъ 
случаь 

(3) = а — Ма, хо — 0, — хо =) 

В жа, В), 

КЗ) = а — те ход — (а, — хдтеи, ®)-... 
Фоты, В. 

+ Длина дуги кривой лажиыъ образом теперь впервые опредфляется, 
Строго товора, мы дояжны были бы поступить подобнымъ же образомъ при 
раземотрьвйи плошади вь $ 56. 
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Когда 3 пробфгаеть нёкоторый совершенный рядъ разложенй, 

то оба выраженм, стоящя справа, стремятся къ 

‚ , 
Говови- Г угерявая», 

Такимъ бривсыь, имфемъ иже: 

1 / УБЕ», 

или, въ виду равенства в рбда», 

=. й : Ура: 

Выражене Ух? -- 4у® называють дифференщаломъ дуги, по- 
тому что 

в | “узята» — лата 

Вычислене длины дуги называется ректификац!ей, спрямле- 

немъ. 

$ 53. Примёры. 

2 
1. Если =, о 

УЕ — и ах 

Итакъ, длина параболической дуги разсмотрЪнной въ $ 57, 1, равна 

у 

] 1 вх 
й 

*) Функшя УТ-ЕУТ@) непрерывна, согласно $ 32, всльястве не- 
прерывности функшй УЕ -Н а? и /х). 
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Интегрироваше по частямъ даетъ 

такъ что 

и 
Но послфдн иитеграль мы умфемъ вычислить. Если положимъ 

х— Хх, то, согласно $ 51, 2, получимъ: 

4 - Ш , .: Що 
Гу. ‘| утЕя == С-- Нов + Ут. 

Таким образомъ, 

2. Въ никлоидь 

Чх == а(1 — со5 ДАК Иу == ат Е 4Ь 
такъ что 

ай а] 1 — с051 зар {аз 

= 241 (1 — сов) ар, 
или 

4х? -- 4у? = 4 чт — ав, 
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слфдовательно, 

Уча — 2азт 51. 

Длина цфлой вфтви циклоиды равна 

 Ё +” 
аа Гари ва 2) —8а, 

8 

т.е. длина дуги циклоиды равна учетверенному щаметру образую- 
щаго круга. 

$ 60. Объемъ в боковая поверхность тёна вращения. 

Допустимъ, что функщя № = /(х) непрерывна въ интервал%, 

{а, 5) и не принимаетъ отрицательныхь значешй. Представииъ себЪ, 
что кривая у —/(х) начерчена н нэъ концовъ ея опущены пер- 
пендикуляры на ось х-овъ. Эти перпендикуляры вмфсть с» осью 
х-овЪ и кривой ограничивають часть 31 плоскости. Пусть эта кривая 

вращается вокругь оси х-овъ; тогда получится нфкоторое тЬло 
вращеня $, 

РаздЪлимъ его на части плоскостями, перпендикулярными къ 

оси х-овъ. Соотвфтствующее разложеше интервала (а, $} обозначимъ 
черезъ 3. Часть тфла ®, соотвтствующая интервалу (а, 2), нахо- 
дится внутри цилиндра, котораго ращусъ основайя есть \[(и, 2} и 
высота В — а, и заключаеть въ себф цилиндръ той же высоты, ко- 
тораго рашусъ основашя есть п! (а, 2). Такимъ образомъ. объемъ 

тъла & больше суммы всёхъ цилиндровъ л(— @} зи? (п, 5) или 
равенъ ей и меньше суммы всьхь цилиндровъ л(9— и) № (а, 5) 
или равень ей. Отсюда вытекаеть, что когда 3 пробфгаеть нёко- 
торый совершенный рядъ разложенй, то объемъ 

ва 

Допустимъ теперь, что въ интервал (а, $) фунющя /(х) 
имфеть непрерывную производную /*(%). 

Какъ и въ $ 58, возьмемъ на кривой точки 4, Р,. -.., Ру, В, 
имфюийя абсциссы а, ж,..., д» а, Ё. Каждая изъ хордъ АР, Р,Р,,... 
описываеть при вращени фигуры вокругъ оси х-овъ поверхность 

Ковяхемек. Исчнозеще безжожечкр милых. ‚ 
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усфченнаго конуса. Хорда, соотьфтствующая интервалу (а, 8), заетъ 
боковую поверхность конуса, равную 

2] 6-9 | Ув 

3—и) | е-- ЛВ УГ 
(@<:< в. 

Но _ 

Ло=А- “ —э/@, 
9 = @-в ле, 

при чемь «ЕЕ <Е< В. Саъдовательно, поверхность нашего 
конуса равна 

28—92) Ут-- Л -лв—щь, 
ГАЪ 

0=и—РУФУГ-7 865. 
Если мы обозначимъ черезъ и? наибольшее значеше функши /*?(х) въ 

интерваль (1, 6), а черезъ д максимальную длину интервала (а, В). 
то 

о зн. 

Допустимъ, что наибольшее значеше функши 2л/(х) УТ Р(х) 
въ интервал® (а, 3) будетъ №1 (а, 3), а наименьшее значеше будетъ 

ша, В). Обознацниь сумму вобхь зленовъ пида (В -— а) (а, 8) 
символомъ Е (3), а _ сумму всфхъ зленовъ вида (9 — а) (а, 8) 

обозначимъ черезъ 2” (3). Сумма боковыхь поверхностей р кону- 
совъ, образованныхь хорламн ЧР,, Р.Р,,...,Р, : В. заключается 
при такихъ условыхь между 

88 (3) алеф шит. 

2 (3) дл — фитТ 8. 

Пусть 3 проходить совершенный рядъ разложешй; тогла объ 
величины (такъ какъ пред. 6 = 0) стремятся къ предфлу 

, , 
2а лог щх ая Гута. 

Этють предль называютъ боковой поверхностью тёла вращеня. 
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$ 61. Иримфрз. 

Допустимъ, что полукругь 

(—15=5=0 
врашается вокругь оси х-овъ; тогда получимъ шаръ рашуса 1. 

Согласно $ 60, объемъ этого шара равенъ 
: 

Ха —- 4х. 
ы 

Да-э-с+ 

` 

х Га — 9) 4х =а(:— 
ы 

Согласно $ 60, поверхность шара равна 

В 

2х Га= 4л, 
ме 

4 оо д 

Но 

Поэтому 

такъ какъ 

Проведя черезъ точки, инъющя координаты л = а, х=*), 
‚двё плоскости, перпендикулярныя къ оси х-овъ, получимъ шаровой 

поясъ, Объемъ отвфчающаго ему сферическаго слоя равенъ 

„Га дает (6 
") (1 ©). 

а боковая поверхность пояса равна 

, 
2я [4х ал а). 

тат. „ 



Иеторичеей очеркъ *). 

Предшественники Лейбница н Ньютона. 

Первые зачатки анализа безконечно малыхъ, въ особенности 
интегральнаго исчисленя, встрЪчаются уже въ классическихъ с0- 

чинешяхь великихъ греческихь геометровъ. Архимедъ (287—212) 
владЪль методомъ, который по существу представляетъ не что нное, 
какъ интегральное исчислеше. Объ этомъ свидЪтельствуютъ сочи- 
нены Архимеда, недавно найденныя Гейбергомъ (Нейегр). Архи- 
медъ пользовался своимъ методомъ для вычислены поверхностей и 
объемовъ, а также для опредЪлены центровъ тяжести. Особенно зна- 
мениты его квадратура параболическаго сегмента, а также вычислене 
площади круга н объема вара. 

РасцвЪть математики въ эпоху греческихъ геометровъ сыбнился 
полнымъ упадкомъ ея въ средше вфка; въ 15 вк вернулись къ 
изучению греческихъ геометровъ, но недоставало пониманй той стро- 
гости доказательствъ, которую мы встрчаемь у этихъ превосхол- 

ныхь мыслителей, Тфмъ не менфе работы Архимела возбуждали 
больной интересъ. 

Знаменитый астрономъ Тойннъ Кеплеръ (1571 — 1680) до- 
стигь больнюй виртуозности въ пользованй! методами безконечио 

малыхъ, Благодаря своему тонкому математическому такту, онъ почти 
всегда приходилъ къ вЪрнымъ выводамъ, хотя метолы его менфе всего 
были точны. Въ первой главЪ его „З\егеотеа ФоНогит“ (Стерео- 

метры винных бочекъ). напечатанной въ 1615 году, мы находим 
воспроизвелене работы Архимеда о нар® и цилиндрЪ. Уже здфсь 

*› По лемиямъ Кантора {Сап!0й) по истор математики и по История 
математики въ 18 н 17 яЪкахъ Цейтена (Решен). Авторъ пользовался также 
двумя сочинешями Гергардта (Сеат: „Открыце дифференшальнаго 
исчисленя Лейбницемъ“ и „Открыце выснаго анализа“. 



ПРЕДМЕСТВЕННИКИ ЛЕЙБНИЦА И НЬЮТОНА. 133 

можно судить о томъ, каковъ характеръ изслфдовашй Кеплера въ 

области анализа безконечно малыхъ, и въ какой мърь въ нихъ отсут- 
ствуеть хотя бы слЪль дЪИствительнаго доказательства, Такъ, нанри- 

мьръ, Кеплеръ говорить, что шаръ состоить „н®которымъ обра- 
зомъ“ изъ безконечно большого числа безконечно тонкихъ кону- 
совъ, вершины которыхъ находятся въ центр, а основаим распо- 
ложены на поверхности шара. Такимъ образомъ легко найти объемъ 

шара, если извфстна его поверхность. Полобнымь же образом 
Кеплеръ вычисляеть объемы другихъ тфлъ, Хотя это легкомысленное 
обращеше съ безконечно малыми далеко не соотвфтствуетъ требо- 

вашямъ математической строгости, все же оно способствовало даль- 

нЪйшему развитию науки. Такъ двигаться было легче, чмъ во все- 

оружён строгихъ методовъ. 
Книга Кеплера не оказала, разумЪется, особенно большого 

вляня. Въ значительно большей степени посчастливилось въ этомъ 

отношении книг миланца Кавальери (СауаНей) (1591 —1647} „Ме- 

Чвофиз таГИ&ФИнни“, хотя ея основныя ноложешя были неясны и 

подверглись многимъ наадкамъ, Изъ писемь Кавальери мы знаемъ, 
что велик Галнлей (1564— 1642} владфлъ нодобнымъ же мето- 

домъ. Основная идея Кавальери заключается въ сл®дующемъ: часть 
плоскости можно разсматривать, какъ совокупность всхь хорлъ, 
параллельныхь какой-либо постоянной прямой, а тло можно раз- 
сматривать, какъ совокупность всфхъ плоскихь сьчеши, параллель- 
ныхъ постоянной плоскости. Зажсь въ основан содержится попице 
объ опредфленномъ интеграл, но еще въ очень неясной формф, 

Метода Кавальери была использована Торичелли (Тонсе!), уче- 
никомъ Галилея, для вычислешя площади циклоилы и получила, 

кромЪ того, самыя разнообразныя примфненя. 
Во Франщи: Ферма {Ееппай (1601—1665), Роберваль (Во- 

Бега (1602—1672) и Паскаль (Разса) (1623—1662) разработали 
способы раскрыта квалратуръ. Отказавшись отчасти отъ чисто гео- 
метрической формы изложены, они стали разсматривать геометри- 
чесе образы съ аналитической точки зрёня, примыкая къ Вуета 
(Уеш) (1540—1603), котораго слёдуеть считать въ этомь отноше- 
ни предшествениикомъ Декарта. 

Въ высшей степени плодотворной была дфятельность Валлиса 

(аНБ) (1616 — 1703) въ Англи, который, быть можеть, больше 
всфхъ уклонился отъ строгости греческихь геометровъ. Въ своей 

„Айфтенса шИлИогии“ (1655} онъ пользуется сь большой см 
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лостью индукщей и заключенями по аналоми, вообще не употре- 
бительными въ математическихь наукахъ. 

Предметомъ изслёдованй Валлиса, какъ и его предшественни- 
ковъ, служило опрелфлене поверхностей и объемовъ, но его работы 
отличаются явно выраженнымъ преобладащемъ ариеметической сто- 

роны вопроса. Онъ пишеть АтИвтеса шНпйопии. 
Какъ намъ извЪстно, задача © касательной и задача о мама 

и шшита ТЬсно связаны съ дифференшальнымь исчисленемъ, 
Частные случаи этихъ залачъ обрабатывались еще задолго до 

открыя дифференщальнаго исчислены. 
ИзвЪстно, что уже греки умфли строить касательныя къ раз- 

личнымь кривымъ. Торричелли и Роберваль предложили общёй, 
по ихь мнышю, методъ построевя касательныхъ, основанный на ки- 
нематическихьъ соображешяхъ *). Линь послф открыты аналитической 

геометры Декартомъ (1596 — 1650) вопросъ о касательной могь 
быть обработань въ самомъ обшемь видЪ. Въ своей Сбошёще (1637) 
Декартъ самъ называеть этотъ вопросъ наиболЪе полезной и об- 
шей проблемой геометрне Правда, Декартово собственное рф- 

вене этой проблемы, въ которомъ онъ пользуется кругомъ, каса- 
ющимся кривой, не особенно пригодно. 

Ферма разработаль методъ нахождешя тахипа и шишта и 

методь построен касательной, оперируя съ безконечно малымъ 
приращенемъ независимой перемнной. Основываясь на этомъ факт, 

франнузсме математики (напримфръ, Лапласъ} считали даже Ферма 
изобрьтателемь дифференшальнаго исчислены. 

Знаменитый голландскЙ математикъ и физикъ Гюйгенстъ (Нну- 
5еп5) (1629—1695) быль знакомъ съ работами Ферма и занимался 
дальнЪйншимь развилемъ и болЪе строгниъ обоснованемъ его метода. 

Разработкой вопроса о касательной мы обязаны также Бар- 

рову (Вапо\) (1630— 1677), учителю Ньютона. Его работы во 

многихь пунктахъ примыкають къ работамъ Торричелли. 

Лейбняцъ. 

Готфрилъ Вильгельмъ Лейбниць родился въ 1646 г. въ 
Лейпциг Въ 1661 г., въ возрасть 15 льть, онъ быль принять въ 

=> При помощи своего кинематическаго метода имъ удаяюсь рышить 
много задачь; такъ, наарнифръ, Робервалю удалось найи этимь путемъ 
ланну дути циклоиды. 
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лейпцигсюй университетъ. Изучеше логики привело его къ матема- 

тик; состонше этой науки въ германскихь университетахь того, 
времени не было блестящимь. На лекцыхъ Лейбницъ познакомился 
лишь съ элементарной математикой. Временное переселеше въ 1ену 

также нё много способствовало его заняцямъ математикой. 

Лишь значительно позже Лейбницъ, уже занятый политической 
дьятельностью, познакомился съ новЪйшими успфхами математики. 
Въ Парижь, куда онъ прибыль въ 1672 г. съ дипломатической мис- 
сей, онь познакомился съ знаменитыми людьми, собранными при 
дворь Людовика ХПМ, и среди нихь съ Гюйгенсомъ. Какъ разъ 
въ это время Гюйгенсъ закончилъ свое большое сочинеше „Ного- 

Тони: озеЛаюйни“. Оно трактуеть © часахь съ маятникомъ н вь 
связи съ этимъ содержить множество механическихь и геометриче- 
схихь изсльловашй. Читая эту книгу, Лейбниць увилфль недоста- 
точность своей математической подготовки и принялся ревностно 
изучать сочинешя великихъь математиковъ: Декарта, Паскаля 

ит.д. ВскорЬ онъ дёлаеть уже собственныя открыця. Онъ нашель 
формулу, которую мы привели въ $ 57 {№ 4), и съ помошью ея 
быль въ состояни раскрыть мномя уже извстныя квапратуры. При 
этомъ онъ пришел также къ равенству 

Е 
4 

Уже въ те время Лейбнииъ занимался вопросомъ © сходи- 

мости знакоперемённыхь рядовъ. Ему принадлежить также теорема, 

которую мы привели въ $ 18, № 2; строгое доказательство этой теоремы 
Лейбницъ даеть лишь впослёдствн (10 янв. 1714 г.) въ письм 

къ Ивану Бернулли. Письмо Ньютона, переданное ему въ 1676 г. 
Ольденбургомъ, секретаремь Лонпонскаго Общества Наукъ, *) 
показало Лейбницу, каюе болыше успфхи сдёлали англйске мате- 

матики въ области, въ которую онъ вступилъ. Въ письм Ньютона, 

между прочимъ, содержится биношальный рядъ, а также ряды для 
созх и зил. Но Лейбницъ нисколько не потерялъ бодрости. Напро- 
тивъ, сообщещшя Ньютона усилили его увлечеше предметомъ. Уже 
въ 1673 г. онъ занялся, помимо квадратуръ, также вопросомъ о ка- 
сательной, а въ 1675 г. онъ настолько подвинулся впередъ, что 

+) Лейбвиць познакомился сь Ольденбургомь въ 1673 г. во время 
своего пребыванй въ Лондон®, 
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ввель принятые теперь во всемь шрЪф знаки операшй 4 и /. Это 

быль ныагъ величайшей важности. Лейбнниъ былъ правъ, когда вло- 

сльдстым (1698) въ лисьмф къ маркизу де-Лопиталю (Магии @е 
РНёрна говорить, что тайна успфха анализа заключается, до нфко- 

торой степени, въ способь обозначены; и во многихь другихъ слу- 
заяхь Лейбнишъ также подчеркиваль значеше цфлесообразной 
системы символовъ?). Можно почти достовфрно указать тотъ лень, 

когла Лейбниць впервые употребиль оба символа Фи Г. Это 
случилось 29-го октября 675 г. Ввеля эти символы, Лейбницъ 
тотчась занялся изыскащемь простёйнихь правиль операшй надъ, 
ними **). Онъ понималъ, что имъ открытЪ новый способъ исчисленя 
(потыт репиз сакий, какъ онъ самъ говорить), и сознаваль всю его 
важность. Это именно обстоятельство и даеть намъ право считать 
его истиннымъ изобрфтателемъ исчисленй безконечно малыхъ. Нужно 
сознаться, что въ различныхь мёстахь своихь сочинешй Лейбницъ 
неясно выражаеть, чтб онъ собственно понимаетъ подъ своими диф- 
ференшалами. Но въ его первой стать по лифференыяльному 
исчислению, которая появилась въ 1684 г. въ Асё ЕшёИопит, мы 
находим въ начаяЪ точно такое же опредфлеше дифференшаловъ, 
какое имь дается въ настоящее время. Тамъ сказано буквально 
сльлующее: „Допустимь, что дана ось 4Л и нЫсколько кривыхъ 
ГГ, Н”И’, УУ, 77. Обозначимъ ихъ орлинаты ГУ, И”Х, УХ, 
ХХ, перпендикулярны къ оси, черезъ г, 22, у, 5, а отрёзокь АХ 
оси черезъ х. Пусть касательныя будуть 7 В, /"С, УР, ГЕ. Прел- 
положимь, что онф встрфчають ось соотвётственно въ точкахъ 
В, С, О, Е. Обозначимъ теперь черезъ 4х н5который произвольно 
выбранный отрёзокъ и черевь 4 (или Фи’, или 4", или $) отрь- 
зокъ, отнонене котораго къ фх равно отношенро г (или т, или у, 
илн 5) кь ХВ (или ХС, или ХЛ, или ХЕ)...-. 

Принимая во внимане, что г’ есть угловой коэффищенть ка- 
сательной, имфемъ: 

*) 26-го марта 1676 г. онъ пишеть: Шизийиз едетрИз чиобее @15со, 
отиетя зоуеп@: рагНег реобетайа &Ё \пуещел@! Феогешаым айет, щие сит 
тез ра пнавблаНой: поп забрсе аш. пнив уаз е5 ео тефие, ш спагасе- 
Ьи5 зе сотрелёйз ивариваНопЕ зибустииг, аие фиае риф! поп розни, 
чнайа зипё пмецевйбна, еа рипрашиг ател Мегойуршса диафат ганопе, хе4 
задет её рийозорыса. Ошо #1, $1 поп-иё реЧюгев, шузме ачё Зтепзеь зйт- 
ииатеу`диазЧа зесехлиг, зе пы раме Щезт, зедиайни. 

*) 2110 ноября 1675 г. онъ нашель формулу 4 (взу’== иде сви. 
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е. то именно, что мы теперь называемъ дифференщаломь у. 
Въ 1676 г. Лейбницъ отаравился въ Ганноверъ въ качествЪ 

директора герцогской библотекн. Эта новая должность, а также 
его политическая и философская дфятельность отнимали у него 
много времени. Но онъ все еше не переставаль трудиться надъ 

разработкой своего новаго исчислены и его приложенй. Среди 
оставшихся поел него бумагь мы находимъ различные наброски 
по этому предмету, навфрное предназначенные для печатнаго сочи- 
неня. Но опубликоваше этихъ статей послЬдовало, какъ упомянуто 
выне, лишь въ 1684 г. Между тфмъ Лейбнишь писаль о своемъ 

дифференщальномь исчисленё въ письмф къ Ньютону (1677 г.). 

Курфюрсть Фридрихь Ш призваль Лейбница въ Берлинъ: 
тамъ онъ основаль академйо наукъ. Возвратившись въ Ганноверъ, 
Лейбниць занялся въ 1713 году упрочещемъ за курфюрстомъ ган- 
новерскимъ престолонаслфды въ Анг, которое тори не хот&ли 
за нимъ признать. Эта политическая дфятельность Лейбница много 
способствовала установланю вражлебиыхъ отношненйй между нимъ и 

Ныютономъ, принадлежавшимь къ ларин торевъ. Въ 1714 г. кур- 
фюрстъ ганноверскй вступилъ на англ св престолъ. Но Лейбницъ 

впаль въ немилость и послфдше годы своей жизни провель въ 
одиночествф. Въ 1716 г. смерть положила комень его тяжелымъ 
физическимъ страданямъ. 

Ньютонъ. 

Исаакъ Ньютонъ родился въ 1642 году въ Вульсториь 
(оо огре) близъ Грантама въ ЛинкольннирЪ и поступиль въ 
1661 году въ Кэмбриджемй университетъ. Здфсь онъ изучаль @60- 
тёпе Декарта и Ал тебса байопиа Валлиса и слушалъ лекши 

Баррова. Какъ видно, ему везло бозьше, чфиъ Лейбницу, кото- 
рый за время своего студенчества ничего не узнать о новъйшихь 
успбхахь математики. Ньютонъ самостоятельно размынияль обо 
всемъ прочитанномь и, по его собственнымь словамь, „постоянное 
размышлене“ и было ТЬмъ путемь, который привель его къ вели- 
кимъ открыыиъ. Въ течеше 1665 67 г.г. онь открылъ (побу- 
ждаемый нзучещемь Валлиса) формулу бинома для дробныхъ 

{<р. выше $ 39) положительныхь и отринательныхь показателей 
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и различные друне результаты, связанные съ безконечными ря- 
дами *). Уже тогда онъ положиль основаще своему исчислено 
флюкс!й. Прямое и обратное исчислене флюксй представляють 
собой то же, что дифференшальное и интегральное исчислене. Къ 
этому же времени относится его великое открыце всемгрнаго тяго- 
тфня. Основная идея исчислейя флюкай заключается въ томъ, что 

всякая перемфнная, или „флюента“, разсматривается, какъ функшя 
времени. Такимь образомъ, время является общей независимой 
перемфнной. Скорость измфнены флюенты х Ньютонъ называетъ 

„флюксей“ отъ х и обозначаеть ве символомъ л. Если х изм$- 
няется равномЪрно, т. е. въ равные промежутки времени измфнешя 

представляють величину постоянную, то х==1. Итакъ, Ньютоновы 

флюксн: представляють поэтому то же, что и пронзводныя или 
отношешя дифференщаловъ, при чемъ только время является неза- 

виснмой перемвнной. 
Удивительно, что Ньютонъ, сдёлавъ такъ иного примфненй 

своей теори флюкай, совершенно не воспользовался ею въ своемъ 

большомъ сочинение: „РийозорЫае павиаИз рипспиа таветачса“ 
(1686 — 87). По собственному указанно, ему удалось найти боль- 

нинство выводовъ, приведенныхъ въ этой книг, при помощи своего 
метоза исчислещя флюкй; посль ея появленв Лейбницъ также 
показаль, какь легко добыть больнинство результатовъ по способу 
исчисленя безконечно малыхъ. Но Ньютонъ старался излагать 

важныя изслфдованы, заключающися въ его „Рипсциа“, въ такой 
формЪ, которая не требовала бы оть читателя знакомства съ но- 

вымъ методомъ исчислены. 

Ньютонъ опубликовалъ свое нсчислеше флюксй очень поздно, 
хотя различный статьи давно лежали у него обработанными. Вго 
главное сочинене объ исчисление безконечно-малыхъ „Мефодиз Йи- 
зопылт е{ зепегии мЯзйагит“ было напечатано линь послф его 

смерти (онъ умеръ въ 1727 г.). Ньютонъ всегда питаль больное 
нерасположеше къ публичному выступленно. Говорять, что его пе- 
реставаль интересовать предметь, которымъ онъ занимался, какъ 
только друме печатали что-либо объ этомъ предмет. Можеть быть 

это и послужило причиной столь поздняго опубликовашя исчислен> 
флюжей, слишкомъ поздняго, чтобы имфть значеше нараду съ 
распространеннымъ уже исчислещемь Лейбница. 

>) Напримфрь, разложене въ рядь алгебраическихь функий. 
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Споръ о ирорктет% между Вьютономъ и Лейбницемт. 

Въ 1699 г. Николай Фащо де Дулье (№ сойз Рано 4е 
айЦег, женевець, нахоливнийся въ сноменяхь съ Гюйгенсомъ, 
членъ Королевскаго Общества) напечаталь съ разршены этого об- 
щества статью, въ которой онъ упрекаеть Лейбница въ томъ, что 
тоть не изобрфль своего дифференщальнаго исчисленя самостоя- 
тельно, а позаимствоваль его у Ньютона. Лейбницъ пожаловался 
на это обвинеше Королевскому Обществу и помфстиль отвфть на 
нападки Фащо въ „Аа ЕшаНогии“. Онъ приводить собственное 

свидфтельство Ньютона, который въ своихъ „Риисйма“ публично 

призналь взаимную независимость своего открыпя и открытя 

Лейбница (1687). 

Въ 1704 г. Ньютонъ напечаталь свою старую статью о 
квадрагур*® кривыхь въ приложенй: къ одному сочнненно по оптик®; 
статья эта заключаеть въ себф кратюЙ очеркъ исчисленя флюкай. 
Лейбницъ написалъ для АМа ЕгНогит замфтку объ этой статьЪ, 

не называя, однако, своего имени, Въ этой замфткф находится при- 
мфчаше, которое можеть быть понято такъ, что имь отрицается 
<амостоятельность открытия Ньютона, а самь Ньютонъ ставится въ 
зависимость отъ Лейбница, Ньютонтъ, будучи поглощенъ тогда по- 

литической дфятельностью, повидимому, ие прочиталь этой статьи. 
Иначе онъ можетъ быть отвфтилъ бы на нее. Лейбнинъ восполь- 

зовался также смертью Якова Бернулли (который вмфстВ со 
свонмъ братомъ Иваномь много слфлаль для разработки и прим- 
неня исчисленмя Лейбница), чтобы въ некролог представить 

занализъ безконечно малыхь Лейбница“, какъ великое открыце, 
не упоминая при этомъ о НьютонЪ. 

Линь въ 1710 году выступила противная сторона. Джонъ 
Кейль (она Ка!), приверженець Ньютона, написал работу о 
центростремительныхь снлахь и прямо утверждаль въ ней, что 
Лейбницъ опубликоваль исчислеше флюксй Ньютона въ Аба 
Ет4Нолии, „измфнивъ назваше и способъ обозначеши“. Лейбницъ 
снова жаловался Королевскому Обществу, президентомъ котораго 

въ это время быль Ньютонъ. И тогда, наконець, была составлена 
коммися для выяснены обстоятельствь дфла. Она высказалась въ 

томъ смысл, что призвала Ньютона первымъ изобрфтателемъ исчи- 
слены безконечно малыхъ. Сочинешя, послуживция матераломъ лля 
этого сужденй, были напечатаны и распространены повсюду. Вс 
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усияы Лейбница и безпристраствыхь ученыхъ были безусяшны. 
Въ течеше всего 18-го стольмя рынеше этой коммиссш считалось 

авторитетнымъ, и лишь въ 19-мъ в\к® честь нашего великаго сооте- 
чественника была возстановлена. Независимость его открыт оть 

открыня Ньютона достовфрно доказана, и никто не долженъ теперь 
сомнЪфваться въ этомъ. Можно только утверждать, что Лейбницъ— 

и въ такой же или, быть можетъ, еще въ больней мр и Ньютонъ— 
находился въ зависимости отъ тФхъ, которыхъ мы выше назвали 

предшественниками ихъ обоихъ. 



вти Физнко-матемвтичеонихь изунъ, 

“о — 

МАТЕЗИСЪ пери ине 
А 

Вышли въ свфть слЬдуючция издан: 

ДРРЕНУСЬ, СВ. проф. Физика моба. Перов. съ вби, поль ред. прив-доц 
`Я._Р. Орбинскаго. МШ4-250 стр. 8°. 66 чери. и 2 цвЪти. рис. въ тек- 
ств. Черная и спектральная таблицы, 1905. ЦР 2Ы— 

Научность солержашя, ясность н проетота изложешя н превосходный пере- 
зодъ соперничають другь съ другомъ. Русская Мысль. 

БРАГАНЪ, Г. проф. бборникъ элементарныхь опытевъ 20 физик. Пе- 
рев. съ фрави. подъ рел. прив-лон. Б. П. Вейнберга Чаеть № Ра- 

- боты въ мастерской-_Геометры и механика Теплота ХУРЕ272 стр.8*. 
Свыше 300 рис. 2-е изд, 1909 (печатается) Ц. Гр. 50 к 

Систематически составленный сводъ наиболье удачных, типичныхь и поу- 
зительвыхь опытовъ. Вясянника и Библютева Самообразованя. 

Часть И: Звухъ_ Сафть-Электричество— Магнетизмь—434--1ХХУ 
стр. 8. Свыше 400 рисунковъ. 1906 И.Р. 2.75 к 

Мы надфемся, что разбираемый трудъ станеть настольной книгой каждой 
физической лаборзорш въ Росси, Русская Мысль. 

СЦЪХИ ФИЗИКИ. Сборникъ статей. подь ред. „Вистя. Опмшиой Фи 
зики и Элементарной Матемазтики" 9-е "излаще. \--157 стр. 8*. 
И рис. и 2 таблицы. 1907. Ц 75 

Нужно надфяться, что посльднее.. послужить къ широкому распростравеню 
ЭТОЙ чрезвычайно интересной книги, Русская Мысль, 

ДУЗРВАТЬ, $. гроф. Цирииа ира в и тфаь. Общелостутиое, изгожене 
освоваий! ученя объ эвермы и затроши. Пер. съ Нм. Зе издаве 

УИН--56 стр. 8°. 1908. Ц. 40° к. 
Сафщуегь признать брошюру Аузрбаха чрезвычайно интересной. 

Жери. М.Н. Ир. Проф. О; вольсонв. 

КОМ, С. проф. &стровомя жая вофяъ. Перев. съ англ. подь редаки. 
прив--доц. 4. Р, Орбинскаго ХЖУ--286 стр. 8. Съ портр. автора, 
64 рис. и [ табя. 1905. РЕК 

И вполив научно, и совершенно доступно. и изящно написанная книга — пе- 
реведена и издана очень хорошо. Втетника Востинангя. 

ВЕБЕР. Г. и ВЕЛЬШТЕЙНЪ. 1. проф. Зичивиопещя элемектарной ад- 
тебры. Перев. съ ни, подъ рел. и съ примфч. прив -лоц. А. Ф. Ка- 
гамв. ХМУ-1-633 стр. 8. Съ 38 чертеж. 1997. ЦРЗ. 50 к 

Вы всё нремя видите передъ собой мистера своего лЪла. который съ лю- 
бовью показываеть великм творешя человфческой мысли, извЪстных ему до 
тончайшихь нодробвостей. Педагогический Сборнике, 

ДЕЛЕВИНДЬ, Р. проф, Непрерывшесть я роащошальные числа. Пере 
сь вы. съ примёч. прив.-доц. С. 0. Иатиновекиге; съ присоедние- 
немъ его статьи: Доназательстве существаваия тренсщендестяыть 
чисеяь. 2-6 изд. 40 стр. 8°, 1909. И. 40 к 

Небольшой по объему, во, такь сказать. законодательный ао содержавию 
трулъ-. Руеекая И{кола, 
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ДЖ. проф. Вращаюиййся волчек. Пубичвяя лекшя. Пер. съ англ. 
УМ--95 стр, 8°. Съ 63 рис. 2-е изд. 1908. Ц, 60 к 

Квижка, воочю показывающая, какъ люди истиннаго знашя, не иъховой 
только Науки, умЪють распоряжаться научнымь матерломъ ‘при его по 
ляризаши. Русекая Школа. С. Шохорв-Троннй 

Шейль, К. Химячесвие опыты дян юношества. Перев. сь нъмеци поль 
ред. лаборант. А. С. Альчанинова. И--19 стран. 8°. Съ 70 рисун- 
ками. 1907. Н.Р. 1, 20 к 

Превосходная квига, какой вамъ давно ве хватало. Всюду вЪ книгВ сохра- 
няешь благотворное чувство, что находишься въ совершенно ‘надежныхь 
рукахъ.. серьезной наук въ боле легкой форм®. 

Рензевий ат Гейит/Иениезет ина райикокьсве ЕПетии. 

ИХЕРТЬ, 3. проф Введеше въ геодезш. Перев. съ пъецк 80 стр. 16 
Сь 14 рисунк. 1907. Ц. 35 к 

Излагаеть основы низшей теодезь, имфя ввиду пользоваще ею въ николь 
въ качеств практическаго пособйя... Изложеве очень сжато. но полно и 
поелфдовательно. "Вопросы Физики. 

ШЕТЬ, В. проф. Финософокая престоачия. Перов. сь вфмещ, №, 4. 
Говсьева поль редакц. и съ предисл. проф. Н. Н. Ланг. УНАЙ 

ар 8. 1907. ПрЕ- 
Философомъ эта хрестомайя не сдЬлаеть. но для человфка, занятаго само- 
образовашемъ и немного знакомаго съ философ!ей и наукой, она ласть раз- 
вообразн. и интересен. матерль. Вопроеы филобоии и игихолог. 

ИРРОХГОДЬТЬ, ©. Игры со спичками. Задачи п развлечении, Пер. съ зы. 
146 стр. 16'. Свыше 250 рие. и черт. 1907. Н. 50 к 

ВЕТЭЖЪ. в. проф. боврамевное развале физики. Пер. съ анраск. подь 
рел. прив.-лоп. Б. ИИ. Вейнберга н А. Р. Орбинскаго. Съ приложе- 
немъ рёчи :/. Балыбура: Ифековько мыслей о новой творы ве- 
щества“. \П--319 стран. 8'. Сь 5 портретами, 6 таблицами н 33 ри- 
сунками. ЦР 2. — 

Старается представить въ стройной и глубокой систем, вс явлешя физи- 
ческаго опыта и рисуеть читателю лфаствительно захватывающую картину 
грандюзныхь завоеван! человЪческаго гешя Современный мгр. 

Риги. ^. проф. бовременан тео физичесвихь вашенй Поны, элех. 
троны, разоактивность). Пер. съ ШГ ‹1907) итальянек. издан. ХИ--166 
стр. ®. Съ 21 рис. 1708. Ц. Р. 1. 

Книгу Риги можно сифдо рекомендовать образованному читателю, какъ луч- 
нее имфющееся у насъ изложеще новфишихъ изгляловь на обширвую о6- 
ласть физическихь ивленйа, Полиговиисский Сборник 

Косовский А. проф. Физвческая мизнъ нашей пакеты на осков 
1 современныхь ваззрьяШШ. 46 стран. 8° 9-е нздаше, испр. но до- 
поли. 1908. 1.40 к 

РЬлко можно встрётить изложеще, въ которомъ въ такой степени соединя- 
лась бы высокая научная эрудишя съ картивностью и увлекательностью рчи- 

Педеиогический Сборник, 
—_ддд 
РРЕНУСЪ. СЕ. проф. Образоваше мтровъ. Пер. съ ньм. подъ ред. . 

А. Д. Покровскаго. 208 стр. 8*. Сь 60 ри. 1908 Ц, р а 
Книга чз звычайво интересна м богата содержащемъ. 

Педвгозичесый Сборнинь. 
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Сь 34 
, 1. 50 к. 

Учнноний, в. проф. Доходы по бактердломи. №1185 стр. 8 
черными и ивЪтвыми рисунками. 1908. ть 

КАГАНЪ, в. привоздоц. Задача обоиоващи теометры въ современной 
постановк®. Рчь, произнесениая при зашить диссерлаши ша степень 

8. Сь 11 чертеж. 1908. Ц, 35 магистра чистой математики. 35 ет 

'ЕНИЕРМАНТ, В. проф. Объемь шара, шарового сегмента в шаравого 
елол. 31 стр. 16'. Сь 6 черт. 1908. Ц. 5 к. 

ити №. проф Завктричеоваи природа матери. Вступихельная декия. 
Пер; съ итальянскаго. 28 стр. Ц. 30 к 

ЕНАНЬ ©. пр шсталлы н теор жизни. Пер. съ нфмецк. 
нь И стр. 8^. Съ 30 рис. 1908. 1.40 к 

ГАНУРЪ, Пн АНПЬЛЬ, Я. Иоторическоя физиыа Пер. съ мём. поль ред. 
.Вщетн. Опытн. Физики и Элементарн. . Матем.®. Въ 2-къ том. 
больного формата, 80 стр. Съ 798 рис. и 6 отдфльнымн табл, 1908 
(Подроблье ем. 2-ю стр. обложки). Ц. Р. 7. 50 

ЕйнзеРгь В. П. привод. Сиёгь. вней. градь. дель в леди 
М-Н27 стр. 8. Сь 188 рис. и 2 фототип. табл, 1909. Ц Тр 

Ковллевений, г проф Введеще въ исчисдея!е безковечио-малыткъ. 
'Перев. съ’ иьмецкаго полъ редаки. и съ прим придв.-доц. С. 0. Илае- 
туновскаго. УИ-1А0 стр. 8*. Сь 18 черт. 1959. це 

ТОПИСОЕТЪ, СЕЛЬВАВУСЪ, проф. Добызаы!о озбта. Общелостутиая зекшя 
дя рабочить проти. на собраши Бриаиск Ассошащи 1406. Порев 
съ анг. УШР-88 стр. 16°. Съ 28 рис. 1909 

бтлвя. А, прёф. Резояаисъ и затухаее элевтричесвнхь зозяъ. пер. съ 
вы. подъ ред. „Встн. Опызт. Физ. и Элемент. Матем”. 42 стр. 

8°. Сь 36 рис. т 

Имъется на снладъ: 

‘Даедетиант. ©. проф. Форма и спектру этомокь. Рьзь ревтора Мюн- 
хенскаго универентета. 25 стр. 16°. 1907. Ц. к 

ПЕТЬ. + проф Ззошющи солнечной онотемы. Пере, съ анойск 
1№--82 стр. 16°. Съ 12 рис. 1908 Ц. 56 к. 

Изложевие гипотезы образовашя солнечной системы изъ спиральной туман- 
вости съ попутной критикой космогонической теор! Лапласа. 

РЕШОВЪ. До кандил матем. ипукь. Нован тгеометрыя треугольника. 
ЗЕЕ стр. 8°. 1902 ЩР. 2. — 

Печатаются и готовятся нь печати; 

ЧСЕЕЙЖЕРЬ, проф. Шова кауткия совромевиато встоотзионаяи, Перев. 
съ ви. поль ред. проф. Завьялова. 

та Я. Алгебра хогяки. Перев. съ фрави. подъ редакшей в съ пря- 
мьчанщями проф. #7. В. Сзязамнснаго. 
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ВЕБЕР в НЕЛЬШТЕЙНЪ, проф, Зицивдошедщи злементарной :нометр. 
Пер. съ иъы. подъ ред. н съ примфч. прив.-доц, В. Ф, Кагана. 

5. СУНДАРА. Гоометричесны уиришиен. съ вубнонт бумаги. Перо- 
водъ съ англ скаго., 

КЕОЙНОРИ. $ проф. Него эжоментарной математики съ пзкоторыми 
указанями для препод. Перев. съ англскаго подъ ред, и съ примёя. 
прив-дон, И. Ю- Тимченко. 

МТонсонъ, Е. ЮН. проф. Корпуспулирная 
англ. подъ ред. „В. Оп. Ф. и Эл. Мат.“ 

воря иещестка. Перев. съ 

Кзоссовенй, А. проф. Осмовы метеорожогя (учебникъ). Около 30 пе- 
затныхь дистовъ, 

СЪ НУНДЪ. Небо м игроноззрёшю нь пруговоротв временъ. Пер, 
сь ивмецкаго. 

ВоЛЖЪ, проф. Вакь в приживы. Перси. съ ангаййскаго, 

АЛИЕРЪЬ, В. Теку таометуозесвихь пеотробы. Пером. съ уъивинаго 
подъ ред. прив.лоц С. О. Иатуновенаго. 

“ДоРЕЕЛЬ. проф. Учебяинь физикя. Перевожь съ нбмецкаго. Дзя тома. 
Около 60 печатныхь листовъ 

ПУАНКАРЕ, Г. проф. Наука в Методь. Пер. съ франщузск. подъ редавц. 
прив-дощ. В. Кагана. 

Клей, 4. проф. Денщы по элементарной натематинь дия учителей. 
Пер. съ ныв. поль ред. прин-доц. В. Кагана 

Ковллевсюй Г.. проф. Курсъ диффиренщальнаго м нятегральнаго ис- 
чволевш. Пер. съ нём. подъ ред. прив.-доц, С. /Иазтуновекаго. 

Вынисываюние изь склада издант „.МАТЕЗИСЬ“ (Одёсея, 
Новосельская, 66} на сумму у руб. и больше, за пересылку 

не платяте. 

=. 

Каталогь по требованно высылается безплатно. 
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ОТДЬЖЕШЕ СКЖАДА ДЕЯ МОСКВЫ: 

книжный магазинъ „Образоваше“ 

Месёва, Кузнец мость, 1. 


